1 Analyse fréquentielle

Chapitre 3

ANALYSE FREQUENTIELLE

3-1 INTRODUCTION

Considérons un systeme linéaire invariant a p en-
trées et g sorties. Supposons que ce systeme est ini-
tialement inerte (état initial nul) et désignons par u =
[ug; ...; up] le vecteur des entrées et pary = [y ; ... ;
Y] le vecteur des sorties (fig. 3.1).

U ——f
: G(s) :
Up ——

Fig. 3-1 Systeme multi-variable.

En appliquant & la k™ entrée une impulsion de Di-
rac (ux(t) = 5(t)) et en annulant les autres entrées, il
apparait a la i°™ sortie, i = 1, ..., g, un signal gi(t)
appelé réponse impulsionnelle de la sortie i a
I’entrée k. Sa transformée de Laplace gi(s) est, par
définition, la fonction de transfert (FT) entre

I’entrée K et la sortie i.

La réponse yi(t) de la i*™ sortie & un signal quel-
conque U(t) appliqué a la k™ entrée, les autres en-
trées étant toujours nulles, est égale au produit de
convolution giy*ux. En d’autres termes :

Y, (t):z G t-Du (de. ()

En effectuant la transformée de Laplace de
1I’équation précédente, on obtient :

Yi (8) =ik (8).uk () - (3-2)
Par superposition, la transformée de Laplace de la

i*™ sortie a un vecteur quelconque d’entrées u = [u;
;... Up] est

yi(s) = égik(s).uk(s), i=1..q. (3-9)

Ces équations peuvent se grouper sous la forme
matricielle :

y(8) =G(s)u(s) (3-4)

911(8) -+ 9y (S)
ou G(s)=| : (3-5)
gql(s) gqp(s)
est la fonction (matrice) de transfert du systéme.
Ainsi, connaissant la matrice de transfert G(s)
d’un systéme linéaire invariant initialement inerte,
on peut déduire de (3-4) le vecteur y des réponses
a tout vecteur d’entrées u.
Réponse fréquentielle
Appliquons aux entrées du systeme des signaux

sinusoidaux de méme fréquence ® mais
d’amplitudes a, et de phases @k quelconques :

ug(t)=a, cos(ot+ @), k=1,...,p. (3-6)
En posant
oy =ael k=1, ...p, (3-7)
les entrées (3-6) peuvent s’écrire sous la forme :

Uk (t) = %(akej“’t + &ke_j“)t )

dont la transformée de Laplace est
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2 Analyse fréquentielle

De (3-3) on déduit que

vi(9) :%(ﬁ Oik (S)o % 9ik (S)ak j

k=1 S—jo k=1 S+ jo

Pour un systeme stable, les FT gi(s) ont toutes des
pbles a parties réelles négatives dont 1’effet disparait
au bout d’un certain temps. En régime stationnaire,
il ne reste que D’effet des poles +jo relatifs a
Ientrée. De I’équation précédente on déduit que la
réponse stationnaire de la i°™ sortie a ’entrée (3-6)
est donnée par :

1( B ) ; p o i
yi)==] X gik (jo)oue?®™ + 3 gy (—jo)aye ™ |.
2\ k21 k=1

En posant maintenant
p . .
Bi = 2 dik (jmo, 1=1...,q, (3-8)
k=1
on obtient, pouri=1, .., q,

_l Ljot | p —jot
yi ()= (Biel”" + Bre ")
=|Bj| cos(wt +arg(B;)). (3-9)

Les sorties stationnaires sont donc sinusoidales, de
méme fréquence que les entrées, d’amplitudes |B;| et
de phases arg(Bi), i = 1, ..., q. Cette réponse se défi-
nit donc par le vecteur B = [y, ..., Bg]". En posant o
= [0, ..., ap]", les relations (3-8) se groupent sous la
forme matricielle :

B=G(jo).o. (3-10)

A noter, d’apres (3-6) et (3-7), que a. est un vecteur
complexe dont le module et I’argument de la k™
composante oy sont respectivement égaux a
I’amplitude et la phase de la k*™ entrée uy(t). De
méme, d’aprés (3-8) et (3-9), le module et
I’argument de la i°™ composante B; de B sont respec-
tivement égaux a I’amplitude et la phase de la i*™
sortie y;i(t). L’égalité (3-10) signifie que le vec-

teur B € & caractérisant la sortie est I’image par

G(jw) du vecteur o € @ qui caractérise I’entrée
(fig. 3-2).

Fig. 3-2 B est I’image de o par I’application G(jw)

L’analyse fréquentielle consiste a étudier pour
chaque fréquence o la variation de B en fonction
de a, c’est-a-dire comment varient les sorties suite
aux variations des amplitudes et des phases des
entrées. Dans la suite, o et B seront aussi appelés
entrée et sortie au méme titre que u et y.

3-2 Decomposition singuliére

-eme

La relation (3-8) montre que la i*™ sortie B; dé-
pend de toutes les entrées oy, k = 1, ..., p, ce qui
complique I’analyse et la commande du systéme.
Pour remédier a cette difficulté, nous allons cher-
cher a déterminer une base B, dans & et une base
B, dans & qui transforment la matrice G(jw) =
{gi(jw)} en une matrice G’(jo) = {g’k(jw)} telle
que g’ik(jo) =0 V Kk # i. De cette maniere, en dési-
gnant par o’ et B’; les composantes des vecteurs
o et B respectivement dans les bases By et B, la
relation (3-8) se réduit a :

B :{g}i(jw)a} <P i1 g

0 ailleurs,

Nous montrerons que telles bases existent ce qui
permettra de remplacer le systeme réel G(jo) par
un systéme équivalent fictif G’(jo) dont la i*™
sortie est seulement proportionnelle a la i°™ en-
trée. Si le systeme comporte plus de sorties que
d’entrées, les sorties supplémentaires de G' seront
nulles et s’il a plus d’entrées que de sorties, les
entrées supplémentaires n’auront aucun effet sur
les sorties. Par cette transformation, on décompose
donc le systeme multi-variable en r systtmes mo-
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3 Analyse fréquentielle

no-variables avec r = min{p, q} (découplage).

La matrice G’(jw) est appelée forme singuliére de
G(jo) et elle est généralement designée par X(jm).
Pour simplifier la notation, nous écrirons G et X au
lieu de G(jw) et Z(jo) sauf quand une ambiguité est
possible. Cependant, il est important de garder tou-
jours a I’esprit que G et X sont des matrices qui dé-
pendent de la fréquence considérée.

Pour construire les bases B, et B, puis déduire la
matrice singuliere X de la matrice G, il convient
d’abord de définir ce qu’on appelle les valeurs sin-
guliéres de G.

Valeurs singuliéres de G
La mesure la plus naturelle de I’intensité de la ré-

ponse globale B € @ de G a une entrée v € & (B =

Ga) est la norme euclidienne de B définie par le
nombre réel positif

q 1/2
pl-(Ee] -5 e

ol la notation A" désigne le conjugué du transposé
de A et on I’appelle parfois ’adjoint de A. Comme
B = Ga et sachant que pour deux matrices A et B,
(AB)" = B"A’, (3-11) implique que

1B =B*B=0a"G"Ga. (3-12)

G G est une matrice (pxp) égale a son adjoint (G'G)"
et on dit qu’elle est hermitienne. Supposons que
I’entrée o est un vecteur propre u (#0) de G'G. A ce
vecteur u correspond une valeur propre A telle que
G'Gu = Au et, d’aprés (3-12), la réponse B de G a
I'entrée u est un vecteur v = Gu tel que

V7 =u'G"Gu=2ru"u=2Juf.  (3-13)

Ceci montre que toute valeur propre A de G G est un
réel non négatif, ce qui permet de poser A = o* avec

o € Q. Si u est choisi unitaire (|jul| = 1), on déduit
de (3-13) que

o =|v|=|Gul. (3.14)

o est donc la racine carrée d’une valeur propre
(réelle positive) A de G'G et elle est égale & la
norme euclidienne de la réponse de G a un vecteur
propre unitaire u de G'G. On dit que u est une
direction principale d'entrée relative a la valeur
singuliere o de G.

Sic#0,ilenestde mémede vetona :

GG v=GG Gu=AGU=AV.

D’ou, si la réponse v de G a un vecteur propre u
de G'G n’est pas nulle, elle est un vecteur propre v
de GG ayant la méme valeur propre A que u. v est
la direction principale de sortie relative & o = A"

Inversement, soit v un vecteur propre unitaire de
GG” de valeur propre A = ¢ et posons u = G'v. En
échangeant dans le raisonnement précédent les
roles de G et G et de u et v, on déduit que

o=[u]=|e"y| (3-15)

et que u est nul ou il est un vecteur propre de G'G
de méme valeur propre A que V.

Les valeurs propres non nulles de la matrice (pxp)
GG sont donc les mémes que celles de la matrice
(gxq) GG'. Par conséquent, le nombre s des va-
leurs singulieres non nulles de G ne peut pas dé-
passerpouq:

s<r=min{p,q}. (3-16)

Bases By, et B4 et décomposition de G

Nous avons vu au chapitre 2, section 2-6, que les
vecteurs propres unitaires d’une matrice hermi-
tienne (nxn) forment une base orthonormée dans
@' Par conséquent,

a) les vecteurs propres unitaires de G'G forment
une base orthonormée B, dans & et

b) les vecteurs propres unitaires de GG forment
une base orthonormée B, dans .

Montrons maintenant qu’en choisissant dans & la
base orthonormée B,, constituée des vecteurs pro-
pres unitaires u', ..., u” de GG et dans & la base
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orthonormée By, constituée des vecteurs propres
unitaires V%, ..., v@ de GG, la matrice G se transfor-
me en une matrice singuliére X.

Supposons que les u' sont ordonnés selon leurs va-
leurs singuliéres décroissantes, c; >--->c,. Nous

savons que pour i =1, ..., p, si le vecteur Gu' n’est
pas nul, il est un vecteur propre de GG et sa norme
est égale a la valeur singuliére o; de G relative a u'.

D’ot, pour o; # 0, le vecteur unitaire Gu'/c; € By et
sera désigné par v'. Si s est le nombre des o; # 0 (s <
r=min{p, q}),ona:

Gu' :{le s_l _| <s, (3-17)
0 Sii>s.

Soient U et V les matrices (pxp) et (gxq) dont les
colonnes sont respectivement les vecteurs des bases
orthonormées By et By :

U:[u1 up}, V:[v1 vq]
Ona: UU=Il, et VV=I,, (3-18)

ou |, est la matrice unité de dimension k. Les matri-
ces U et V sont dites unitaires vérifiant

Uu'=utl vi=vl (3-19)

Tenant compte de (3-17) et de I’orthogonalite des
vecteurs V', ona:

y
VeU=| : [olvl R o}zz

%

5, 0 0] 0 - 0]

0 .

: .0 :
ol T={0 - 0 o0 - 0

0 00 0

0 0[0 - 0]

Ainsi, dans les bases B, et By, la matrice G se
transforme en une matrice singuliére X. D’aprés
(3-18), la relation précédente peut aussi s’écrire :

[c=vsu]. (3-20)

C’est la décomposition singuliére de la matrice G.
Elle signifie qu’en réponse a une entrée a., la sor-
tie B = Ga se déduit des 3 opérations suivantes :

1) I’entrée dans la base B, : o’ =Ua,
2) la sortie dans la base By : B’ = Za’,
3) la sortie naturelle : p=V p’.

Remarque. Soit ), le sous espace engendré par
les vecteurs u*™, ...,u” et 14 le sous espace engen-
dré par les vecteurs v**, ...,v%. Tenant compte de
(3-17), il n'est pas difficile de démontrer les équi-
valences suivantes :

G(w).oa=0< a e U,
BG(jw)=0=Pp e 1.

Par conséquent, si pour la fréquence o considérée
s <min{p, q}, alors jo est un zéro de G(s) dont les
directions d’entrée sont les vecteurs de ) et les
directions de sortie sont les vecteurs de 74 (voir
(1-66) et (1-67) pour la définition d’un zéro et ses
directions d’entrée et de sortie).

EXERCICE 3-1
Pour o = 1 rad/sec écrire la décomposition singu-
liere deG(s)=[1 1/s].

EXERCICE 3-2
Montrer les équivalences
G(jw)a=0=ae Uy BG({jnw)=0cpeh.

3-3 Propriétés des valeurs singu-
lieres

Les valeurs singuliéres permettent d’étendre la
notion de gain aux systemes multivariables.
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5 Analyse fréquentielle

Gain maximum et gain minimum de G

Le passage aux bases B, et B, dans & et & ne modi-
fie pas la norme d’un vecteur x de @ ou de &. En
effet, si x = Vx’ (ou Ux’), d’aprés (3-18),

xI® =Ivx P =x ViV = x = P
D’ou,

2 112 2 L ,
P <[ = o = 3 oot

Comme o; = max{c;, i = 1, ..., p}, pour toute entrée
o, la norme de la sortie est telle que

p
IBl° <of Eak =of o] = of o

12— ” " Vo # 0.
ol

Or, pour o = u*, on a ||| = 1 et ||| = |lo1VY]| = o1
d’ou, dans ce cas, o1 = ||B||/||ot||. Par conséquent,

IB]

61= max — (3-21)
aecP =0 ”(1”

c¢’est-a-dire oy est le gain maximum en norme eucli-
dienne du systeme G. On le désigne parc[G(jm)],
ou simplement par & s’il n’y a pas confusion, et on
le prononce c-sup.

Par un raisonnement analogue au précédent, on a :

6= Mmin M (3-22)

acelp-0]jcr]

o, est donc le gain minimum en norme du systéme
G pour les entrées o qui produisent une sortie 3 non
nulle. On le désigne par o[G(jw)], ou simplement

par ¢ s’il n’y a pas confusion, et on le prononce o-
inf.

L’égalité (3-21) est équivalente a :

G =max|Gol (3-23)
o=

puisque

ley]

=max|Gal .
B i b |G

o=

||Y||

De méme 1’égalité (3-22) est équivalente a :

o= min |Go. (3-24)
o=
Go=0

Les égalités (3-23) et (3-24) montrent gque le gain
d’un systéme linéaire ne dépend pas du module de
I’entrée mais seulement de sa direction.

Exemple 3-1
Y2 Y1
k
m m
\ e
= -
Uo 1

fig. 3-3 Systéme entrées 2 sorties.

(cs+k)

Fig. 3-4 Graphe du systéeme de la figure 3.3

Le systeme de la figure 3-3 comporte 2 masses
égales m, 2 ressorts de méme raideur k et 2 amor-
tisseurs de méme facteur d’amortissement c. Ses
entrées sont les forces u, et u, agissant sur les mas-
ses et le déplacement uz du point A. Ses sorties
sont les déplacements y; et y, des masses. Son
graphe de fluence est représenté sur la figure 3-4.

En appliquant & ce graphe le théoréme de Mason,
on obtient :
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ug
Y 1(9 g g
y(s):( 1}2_[ 11 912 13) U
y2) Pl921 922 923
us
=G(s)u(s)
avec
P =m?%s* +3mcs® + (c2 + Smk)s2 + 3kes + k2,

011 = ms? + cs + 2K, g = ms? + 2¢s + K,
013 =CsQ11, O12 =Up1 =923 =CS+k.

Le systeme est évidemment stable (suite & une im-
pulsion sur I’une de ses entrées, il retourne aprés un
certain temps a sa position d’équilibre) et on peut le
vérifier en appliquant le critére de Routh au poly-
ndbme caractéristique P.

Pourm=1,c=1etk=1,

G(jw)

1 2—m2+j03 1+ jo —oaz—jco(coz—Z)
Pl 1+jo  (1+jw)? 1+ jo

avec

P=(+ jo)’(1- o + jo)

Supposons que les forces u;, u, et le déplacement us;
varient sinusoidalement avec une méme fréquence ®
= 1 mais leurs amplitudes et leurs phases sont diffé-
rentes :

Uy (t) =ag cos(t+eqp),
up(t)=apcos(t+¢y),
uz(t)=agcos(t+q3).

Cette entrée se caractérise par le vecteur
i i jos |1
o= [ale " a,e’  ae’®™ ]

et la sortie stationnaire par le vecteur

B=G(jDa
avec

G(jl)—l 1+ 1+) -1+]j
o=2(1+j @+ )? 1+ )

L’analyse de la réponse B en fonction de 1’entrée
o est facilitée par la décomposition singuliére de
G(j.1). Pour éviter le calcul manuel des valeurs et
vecteurs propres de G'G et GG’, on peut obtenir
directement la décomposition singuliere de G a
I’aide de I’instruction «svd» de Matlab :

>>G = —(U2)*[14] 14) —14j; 1+ (142 1+];
>> [V,S,U] = svd(G)

Dans la deuxiéme instruction, la matrice singuliére
est désignée par la lettre S au lieu de X. Le résultat
est le suivant :

167 0 O -0.61 -0.79
S = Z = y V =
0 08 0 -0.79 0.1
0.42-042] 01-01j -0.23-0.75]

U-|0.18-066j 0.46+0.26j 0.29+0.4j
0.05-042j -0.83-0.1j 0.35+0.06j

Comme prévu, les valeurs singuliéres, o; = 1.67 et
o, = 0.85, sont des réels positifs et on peut vérifier
que U*U = Iy et V*V = I,, d’ou les colonnes u, u?,
u® de U constituent une base orthonormée de
I’espace des entrées @ et les colonnes v, v2 de V
une base orthonormée de I’espace des sorties €.

Pour I’interprétation physique, il est utile de calcu-
ler le module et la phase des éléments complexes
deU:

>>mU = abs(U), pU = angle(U)

0.59 0,14 0.79
mU=|0.68 053 05 |,

042 0.83 0.35

-0.78 -0.78 -1.87

pu=| -1.3 051 095 | rad.
-14 -3.01 0.16

Comme Gu' = GiVi pouri<s=2
0 pouri=3,
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aux entrées caractérisées par les deux premieres
colonnes de U,

0.59cos(t — 0.78) 0.14 cos(t —0.780)
u* =| 0.68cos(t-1.3) |, u? =| 0.53cos(t+0.51) |,
0.42cos(t —1.4) 0.83cos(t —3.01)

correspondent respectivement les sorties caractéri-
sées par les colonnes v' et vZ de V :

—0.61cost 2 —0.79cost
yl =167 , y?=085 :

—0.79cost 0.61cost

1 2

0s / 1‘ e

0.5

_ -1
L E— 0 2 4 &

Fig. 3- 5 Entrées et sorties singuliéres

La réponse a I’entrée u® caractérisée par le troisiéme
vecteur de U est nulle (on peut vérifier que pour
cette entrée la somme des forces sur chaque masse
est nulle, d’ou I’immobilité du systéme).

Pour le vecteur d’entrée u' le gain du systéme est
maximum et vaut o; = 1.67 et pour le vecteur
d’entrées u? il est minimum et vaut o, = 0.85 (en
excluant les entrées proportionnelles a u® auxquelles
le systéme ne répond pas). Les entrées u' et u® et
leurs réponses correspondantes y' et y* sont repré-
sentées a la figure 3-5.

Remarquer que pour les entrées u', les masses bou-
gent en phase (toujours dans le méme sens) tandis
que pour les entrées u? elles bougent en opposition
de phase (toujours en sens opposés). Pour d’autres

entrées de méme fréquence o = 1, il existe un
certain déphasage entre les mouvements des mas-
ses et le gain en module du systéme est compris
entre o, et o,.

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des entrées
de fréguence ® = 1. Pour une autre fréguence o,
les valeurs singuliéres o; et o, se modifient.
L’instruction «sigma » de Matlab est un moyen
simple pour représenter, en échelle de Bode, la
variation des valeurs singulieres d’un systéme
linéaire en fonction de la fréquence. Pour repré-
senter o1(w) et ox(w) a ’aide de « sigma », com-
mencons par introduire la matrice de transfert G
obtenue au début de cet exemple en supposant
toujoursque m=c=k = 1.

>>011=0112]; g22=[121];913=[1120];
>>0g12 = [11]; 921 = g12; g23 =gl2;
>>P=[13431];

>> Num = {g11 g12 g13 ; g21 922 g23};
>>Den={PPP;PPP};

>> G = tf(Num, Den);

>> sigma(G)

“aleurs singuligres (dB)

Fig. 3-6 Variation de o, et 5, en fonction de

Le résultat est le graphe de la figure 3-6. On cons-
tate sur ce graphe que pour les fréguences infé-
rieures a 1 rd/s le gain en module du systéme est
compris entre —1.5 db et 8.5 db et pour les fré-
quences supérieures a 2 rd/s il est inférieur a —7.5
db et diminue encore plus quand la fréquence
augmente. Pour tout systéme, le gain est fort 1a ou
o-inf est grand et il est faible la ou c-sup est petit.
D’une manicre générale, le gain d’un systéme
physique ayant une certaine inertie devient faible a
hautes fréquences.
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EXERCICE 3-3

1) Ecrire la matrice de trans-

fert G(s) du circuit ci-contre C

dentrée la tension u et de UQ ¢ L

sorties les courants y; et y, a

travers C et L sachant que C =

2F,L=1HetR =1/2 Q. Déduire y;(t) et y,(t) en
régime stationnaire quand u = cos(t).

2) Pour o = 1 rad/sec, écrire la décomposition sin-
guliére de G(s).

3) A l'aide de Matlab, représenter en fonction de la
fréquence le gain de ce systéme.

Gains intermédiaires

Voyons maintenant ce qu’on peut dire des valeurs
singuliéres intermédiaires o;, 1 < i < s. Considérons
dans @" le sous espace vectoriel & engendré par les i
premiers vecteurs de B, u, ..., U et le sous espa-
ce F; engendré par u', ..., u® (u' est commun & & et

JF). Tout vecteur a € &; s’écrit sous la forme :

a=aut++aul, aec

D'ou, d'apreés (3-17),
. 2
|

18 =[Gal? - || 3 ayon

i
2 2
=3 |ax|" ok
k=1
Comme, pour k <i, 6y >,

i
2 o? 3 oy =t = <

el

pour o = 0. Or, pouroc:ui eé&,

[ i
—= Bl =|o;V'|| = oj.
o= =l
Donc
c;j= min M (3-25)
ae&,020 ”(x”

Par une démonstration analogue a la précédente, on
déduit que :

5= max Bl (3-26)

aek;,0=0 "OL"

o; est donc le plus petit gain du systeme pour les
entrées non nulles appartenant a & et il est son

plus grand gain pour les entrées appartenant a .

Exemple 3-2
Soit

>G=[1-20;-131;20 -2];

la matrice de transfert d’un systéme pour une fré-
quence o donnée et déterminons sa décomposition
singuliére :

>>[V, S, U] =svd(G)

Le résultat affiché montre que la deuxiéme valeur
singuliére de G est o, = 2.4495. Par conséquent,
pour toute entrée de fréquence w caractérisée par
un vecteur o, le gain de Gest> o, si a € & et il
est < o, Si a € F,. Pour le Vérifier, calculons le
gain de G pour I’entrée caractérisée par o = u* —
2u° € & et pour Ientrée caractérisée par o = u” +
U3 ek

>>agl=U(:, 1) - 2*U(:, 2);
>>ag2 =U(:, 2) + U(:, 3);
>>bgl = G*agl; bg2 = G*ag2;
>> norm(bgl)/norm(agl)
= 2.8865 > o,
>> norm(bg2)/norm(ag2)
=1.7804 < .

Les sous espaces & et F; sont respectivement de

dimensions i et (p — i + 1). Pour généraliser les
propriétés (3-25) et (3-26), nous allons considérer
deux sous espaces quelconques de ¢ : P; de di-

mension i et Q; de dimension (p —i + 1).

Comme dimP; + dim F =p + 1> p =dim e’ il
existe un vecteur y £ 0 tel que y € P; N Fi. D’ou,
d’apreés (3-26),

n 1Pl

Ci >M> mi

> > 3-27
I v | B s
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De méme, comme dim@; + dim& = p + 1, on déduit
de (3-25) que

c; < max M (3-28)
aecd;, a;tO”OL"

Les inégalités (3-27) et (3-28) seront utiles pour
établir la propriété P2 ci-dessous.

EXERCICE 3-4
Montrer que

c’i+j+1(G‘l +G3)<ojy(Gy)+ Gj+1(G2),
0i+j+1(G1G2) £6i,1(G1)0j11(Gy).

Autres propriétés

Jusqu’ici nous n’avons considéré qu’une seule ma-
trice de transfert. Or il arrive qu’un systéme G soit
constitué de 2 sous systemes G; et G, montés en
paralléle et on a G = G; + G, ou montés en série et
on a G = G,G,. La propriété suivante lie o-sup de G
aux o-sup de G; et G,.

P1: o-sup est une norme matricielle, c’est-a-dire :

6(G)=0<=G =0,
5(aG) =[a|5(G), aeq,
(_F(Gl aF G2) < (_Y(Gl) + C_S(Gz)

appelée norme spectrale. Elle vérifie en plus
I’inégalité multiplicative

5(G1G,) <5(Gy)a(Gy)

et on dit que o-sup est une norme consistante.

Preuve

a)o(G)= max " "
aelP, a0 ”Uv”

< |Gal|=0Va < G =0.

b) 5(aG) = max||aGoc||_|a|H " ||Ga||_|a|c(G)

C)5(Gy +Gy) = max ||Gla + Gy

< e <([Gra] + G20

o=
< max |Grod] + max |20 =5(Gy) + 3(G2)

d) G(G]_Gz) H H ”Glea”
Gra
=max |Gy Gy "=
ezl ol
< x|S0 max |Gror] =5(G1)(C2)
]
D’une maniére analogue on démontre que
ci (aG) =[a|s; (G) Vi, (3-29)
0(G1G2) 26(G1)o(G2). (3-30)

EXERCICE 3-5

Démontrer les inégalités suivantes.

o(G;1) -5(Gy) <£o(Gy +G;3) <a(Gy) +6(Gy),
0(G1G,) <5(G;1)5(G,) £6(G,G,).

En pratique, le modeéle G d’un systéme ne décrit
sa dynamique que d’une maniére approximative.
Sa matrice de transfert n’est pas exactement G
mais G + A ou I’élément ej de la matrice A repré-
sente I’erreur (inconnue) sur 1’élément g de G. La
propriété suivante montre que 1’écart entre les
valeurs singuliéres du systéme réel G + A et celles
du systéme nominal G ne dépasse pas la norme de
la matrice d’incertitude A.

P2: |0i(G+A)—ci(G)|<5(A).

Preuve
a) Comme dimZA =p—i+1, daprés (3-28),

||G(x + AOL”
Gi(G+A)< max ————
ok 020 ”OL”
. (leo]  Jac]
oeF;,a#0 ”(x" ”OL”

B < .Y
oeF;,a#0 "OL” aeF a=0 ||a||

D'ou, d'apres (3-26) et (3-21),
6i(G +A) <6i(G) +5(A).
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b) Comme dimé& =i, daprés (3.27),

i ”GOL + Aa||
ci(G+A)2 min *—
ae&,a=0 ”OL”

[Gof _[jaa]

o e

|G| - [ao]

> min
oeé,o=0

oe&,a=0 ”OL” ae&,a=0 ||a||

D'ou, dapreés (3-25) et (3-21),

Gi(G +A)26i(G)—C_T(A) -

Exemple 3-3
Considérons les matrices

>>G=[1-20;-131;20-2];
>>D =[0.1-0.10;-0.2 0.1 0;0.05 0 -0.1];

Les valeurs singuliéres de G et G + A sont
>>sg =svd(G); sgr=svd(G + A);
La norme de A (c.a.d. G(A)) est

>>n A =norm(A)
=0.2658

On vérifie que o(A) est supérieur aux écarts entre

les valeurs singulieres de G + A et celles de G en
écrivant

>> abs(sgr - sQ)
=[0.226 0.0727 0.0302].

Cas d’une matrice carrée

Considérons le cas important ou G est une matrice
carrée (pxp). En remplacant dans la propriété P2
précédente A par la matrice unitaire I, elle devient :

6§ (G + 1) -0 (G)| <1 (3-31)

puisque o(l)=1. Cette inégalité qui dit que 1’écart
entre les valeurs singuliéres de G et de G + | ne

dépasse jamais 1, sera de grande utilit¢é quand
nous étudierons les systémes en boucle fermée.

Supposons que G est inversible, c’est-a-dire de
rang p. Comme le rang d’une matrice ne dépend
pas des bases choisies dans les espaces de départ
et d’arrivée (pour une application linéaire f,
rang(f) = dim(Imf) indépendamment des bases), la
matrice singuliére X de G est une matrice carrée
(pxp) diagonale de rang p. D’ou

G inversible < 6, =5 #0.

p

D’autre part, comme G = VEU’, tenant compte de
(3-19),ona:

Gl- (vzu* )_l _us v

ce qui implique :

5i (G—l)z - EG) vi. (3.32)

o.(G™) est la plus petite valeur singuliére de G™*
et 6,(G™') est la plus grande et on a:

4y 1 sG o1
(G )_a(e) et 3G -G (3.33)

Pour terminer, supposons que G est inversible
(det(G) # 0) et montrons la propriété suivante :

P3: 5(G) = min {5(A)|det(G +A) =0}
AeeP*P

qui signifie que o-inf de G est égale a la plus petite
norme des matrices A qui rendent (G + A) singulie-
re. o-inf(G) mesure donc 1’éloignement d'une ma-
trice carrée G de la singularité.

Preuve

det(G +A)=O:cp(G +A)=0

OrP2=0=0,(G+A4)=0(G)-5(4)

=0o(G)<ac(A) VAtqdet(G+A)=0

< o(G)< min {G(A)|det(G+A)=0}.
AeCP*P
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Or, G = VU avec = = diag(cy, ..., 5,)

*

U,

ona: o,(G+A)=0dou det(G+A)=0.

= JAtqo(G) =0, =5(A) et det(G+A) =0

donc o(G)= min {G(A)|det(G+A)=0} m
AcePP

et pour A = Vdiag(-cy,...,—c

Remarque. De la propriété précédente on déduit
I’implication [G(A) < g(G)] = det(G + A) = 0 mais
nous attirons 1’attention que

[6(A) > o(G)] =5 det(G +A) =0.

EXERCICE 3-6

Soit G la matrice de transfert nominale d'un systeme

et G, sa matrice de transfert réelle. Montrer que l'er-

reur relative de la réponse est liée a l'erreur relative

de G par l'inégalité
1y=yell IS =Gl

Iyl NGl
ou y(G)=0(G)/c(G) est appelé le facteur de

conditionnement de la matrice G.

3-4 Performance d’un systeme
automatique

La figure 3-7 représente le schéma bloc d’un syste-
me de commande a retour unitaire.

Fig. 3-7 Systeme de commande a retour unitaire.

e G est la MT de I’objet commandé y compris
I’actionneur et le transmetteur.

e Kestla MT de I’organe de commande.

e d est I’effet des perturbations (variation de la
charge, de I’alimentation,...) sur le vecteur y des
sorties.

o b est I’effet des bruits affectant les capteurs et/ou
le générateur des consignes r. Le signal b

s’ajoute donc a I’écart e entre r et y avant que
celui-ci agisse sur K.

L’objectif principal de I’automatique est de rédui-
re autant que possible I’écart e = r — y malgré la
variation de r et la présence des perturbations d et
des bruits b. Pour atteindre cet objectif, I’organe
de commande K doit étre congu de sorte a satisfai-
re certaines conditions que nous allons établir.

Posons L = GK la MT de la chaine directe et écri-
vons la relation entre e et les entrées r, b et d.

e(s)=r(s) - y(s)
=r(s) - {L(s)[e(s) + b(s)] +d(s)}
= [I+L(s)]e(s) =r(s) — d(s) — L(s)b(s).
Donc
e(s) =S(s)[r(s) —d(s)] - T(s)b(s)  (3-34)

avec

s=[1+L]™" et T=sSL  (3-35)

La matrice S est appelée sensibilité et la matrice T
est appelée sensibilité complémentaire car

T+S=1. (3.36)

Anoterque LS=L(1+L)'=(+L)'L=SL(le
produit de S par L commute). Ceci provient de
I’égalit¢ matricielle, A(l+BA)™ =(1+AB)™A,
dite « pousser a travers » qui se déduit en multi-
pliant & gauche le premier membre par | =

(I1+AB) (1 + AB) .

D’autre part, la multiplication matricielle n’étant
pas commutative, il ne faut pas confondre entre les
matrices L = GK et L, = KG. L est la MT de la
boucle ouverte a la sortie de G tandis que L. est la
MT de la boucle ouverte & I’entrée de G. De la
méme maniére, on distingue les matrices S et T
définies en (3-35) des matrices

S, =(1+KG)™* et T, =S,L,.

Pour effectuer une analyse fréquentielle partant de
(3-34), il convient de rappeler le lien entre les
transformées de Laplace et de Fourier ainsi que de
la propriété principale de cette derniéere.
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Rappel
La transformée de Laplace d'un signal vectoriel

quelconque réel f(t) est

f(s)= Tf (t)e~Stdt
0

et sa transformée de Fourier s’obtient en remplagant
sparjo:

f(o) = Tf(t)e—i‘”tdt.
0

La transformée inverse de Fourier permet de recons-
tituer f(t) a partir de f(w) :

f)=— ] fo)edo
2n .,

_ © f(oa)ejwt n .@e—jmt d_CO
0 2 n

On peut dire que la fonction vectorielle f(t) est
une “somme” de vecteurs ‘“sinusoidaux” dont
’amplitude et la phase de la i™ composante sont
respectivement égales au module et I’argument de la
i*™ composante de f(w) (& un terme multiplicatif

do/n pres). Les vecteurs f(w), ® € R, caractérisent

donc les vecteurs “sinusoidaux” qui constituent f{t)
de la méme maniére que le vecteur o défini au para-
graphe 3-1 caractérise le vecteur “sinusoidal”
d’entrées u(t). Se basant sur cette constatation, étu-
dions ’effet sur I’écart ¢ de chacune des entrées r, d
et b prises séparément (en annulant les deux autres).

Poursuite

On dit qu’un systéme a une bonne poursuite Si, en
I’absence de la perturbation d et du bruit b, 1’écart
e(t) = r(t) — y(t) devient petit en régime stationnaire.
Or, pour d =b =0, (3-34) se réduit & e(s) =S(s)r(s) .

Pour s = jo, ® € R, I’équation précédente s écrit :

e(®) =S(jo)r(o) .

Les vecteurs qui caractérisent les harmoniques de
I’écart e(t) sont donc les images par S(jw) des vec-
teurs qui caractérisent les harmoniques de la réfé-
rence r(t). Le module de e(t) sera petit si, pour toute

fréquence ®, le module de e(w) est petit. Or,
d’apres (3-21),

||e((o)|| < c_s[S(j(o)].”r(m)” Yo.

On en déduit que ||le(w)|| est petit si I’un des termes
[Ir(w)l| ou G[S(jw)] est suffisamment petit. Soit Q;
I’ensemble des fréquences ® pour lesquelles
|Ir(w)]| est significatif, ¢’est-a-dire non négligeable.
Pour obtenir une bonne poursuite, il suffit que

c_s[S(joo)] <3, VoeQ, (3-37)

ou d est un réel tel que 0< & <<1. Cette condition
peut aussi s’exprimer en fonction de la MT de la
chaine directe L = GK. En effet, d’apres (3-33),

1

5[S(jo)] = 6{[' ¥ L(j“))]_l} EEETh

& c_s[I+L(j0))]2%

Or, d’apres (3-31), -1<o(l+L)-o(L)<+1. On
déduit que la condition (3-37) est équivalente a

o[ L(jo)] z%_lz% VoeQ, (3-38)

Exprimons encore cette condition en fonction de
la MT de la boucle fermée T=SL =1-S.

Comme T =L (1+L)=L
1 1 1
g(T)z_ =T > =
o) el 1 L
(338)<:>L 0 poi o(T)=1-5
o(l) 1-8 o

D’autre part, d’apres (3-31) et (3-37),
G(T)=6(1-S)<1+5(S)<1+35.

Donc, Vo e Q,, (3-37) est équivalente a

1-8<0[T(jo) |<5[T(jo)]<1+5. (3-39)
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Ainsi, si 6 est suffisamment petit, la bonne poursuite
sera assurée si la condition (3-37), (3-38) ou (3-39)
est verifiée.

Rejet des perturbations
Voyons maintenant sous quelles conditions 1’effet
des perturbations d sur 1’écart e sera négligeable.

Pour r = b = 0, en remplacant s par jo, I’équation
(3.34) devient :

e(®) = -S(jo)d(w)

Un raisonnement analogue a celui de la poursuite,
montre que I’effet des perturbations sera atténué si
la condition (3-37), équivalente aux conditions (3-
38) et (3-39), est vérifiée sur I’ensemble Qy des
fréquences o pour lesquelles ||d(w)|| est significatif.
Si ces conditions sont satisfaites sur Q, = Q, U Qy,

le systeme jouit a la fois d’une bonne poursuite et
d’un bon rejet des perturbations et on dit qu’il est
performant.

Le systeme sera donc performant si, pour les fré-
quences o € Q,,

o La sensibilité S est petite.
e le gain de la chaine directe L est grand.
e le gain de la boucle fermée T est voisin de 1.

Insensibilité aux bruits
Il reste a établir la condition pour que le bruit b soit
sans grand effet sur I’écart e.

Pourr=d=0ets = jw, I’équation (3-34) devient :
e(w) =-T(jo)b(w)

On en déduit que [le(w)|| est petit si I’un des termes
Ib(w)|| ou G[T(jow)] est suffisamment petit. Soit O

I’ensemble des fréquences w pour lesquelles ||b(w)||
est significatif. Pour atténuer 1’effet de b sur e, il est
nécessaire que

G[T(jco)]Sy, VoeQy (3-40)

ou y est un réel tel que 0<vy<<1. Pour les fréquen-
ces € Q, N € la condition (3-40) est en contra-

diction avec (3-39): (3-40) impose a la boucle
fermée un gain faible tandis que (3-39) exige que
ce gain soit voisin de 1. Par conséguent, pour que
le systéme soit a la fois performant et insensible
aux bruits, il est nécessaire que les ensembles
et Qp soient disjoints. Heureusement en prati-
que, les fréquences significatives des bruits pro-
duits par les capteurs ou les générateurs des réfé-
rences sont plus élevées que la plus haute fréquen-
ce significative des perturbations et des références.

Pour compléter cette section, écrivons d’abord la

condition (3-40) en fonction de L.

5(L) =5[T(I + L)] <.5(T)5(1 + L)
<y[G(L)+1]

D’ou la condition sur L est :

a[l_(jm)]slizy VoeQy.
-Y

La condition sur S s’obtient en écrivant :

1 1 1
o(S)= 5(5—1) S50+ 1150

D’ou, d’apres (3-41), o(S)>1-1.

D’autre part,
5(S)=6(1-T)<1+5(T)<1+y.
La condition sur Sestdonc : Vo e Qy,

1-y< c_s[S(j(D)] < G[S(joa)] <1l+y.

(3-41)

(3-42)

Ainsi, le systeme sera insensible aux bruits si,
pour toute fréquence w € Qy, les conditions sui-

vantes sont vérifiées

e La sensibilité complémentaire T est petite.

e Le gain de la chaine directe L est petit.
e La sensibilité S est voisine de 1.

La figure 3-8 montre 1’allure que doivent avoir G-
sup et o-inf des matrices L(jo), S(jo) et T(jw)
pour que le systéme soit a la fois performant et

insensible aux bruits (loop shaping).
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olL(jo)]
1/ >
Q Qb r
olL(jo)]
oS(jo)] D1y

& 8Tl

Qp

g 'Y

Fig. 3-8 Allure de o-sup et o-infde L, Set T pour un
systeme performant et insensible aux bruits.

EXERCICE 3-7

Montrer que o(K)>ao(L)/o(G)et déduire que les
actionneurs seront d'autant plus sollicités que o(L)
est grand par rapport a o(G). (Pour éviter donc la

saturation, la bande passante de L ne doit pas trop
dépasser celle de G).

3-5 Stabilité

Stabilité interne

La figure 3-9 représente un systéme de commande
dans lequel sont injectés les signaux de référence r,
de bruit b et des perturbations d, et d,. Sous I’action
de ces entrées exogenes (externes), non seulement la
sortie y ne doit pas diverger mais aussi tout autre
signal intérieur a la boucle. Dans ce cas on dit que le
systeme de commande est intérieurement stable.

b du dy

r_:ei+ Ull+ Y1l+y
T_’_ - K +U’G—:O——>

Fig. 3-9 Signaux dans un systéme de commande.

La stabilité interne signifie que si les entrées exo-
génes sont toutes bornées, leur effet est borné en
tout point de la boucle (bounded input - bounded
output, BIBO). Or, pour r, b, d, et d, bornées, si u
et y sont bornés, les autres signaux internes, y; =y
—dy,uy=u—-d,e=r—yete=e+ Db, le seront
aussi. D’un autre coté, 1’effet de d, seul sur le
systeme est le méme (au signe pres) que ’effet de
r seul ou de b seul. Pour tester la stabilité interne,
il suffit donc d’examiner seulement les effets des
perturbations d, et dy sur I’entrée u et la sortie y du
systeme commandé G.

A partir de la figure 3-9, il est facile de vérifier
que u ety sont liés a d, et d, par les relations :

u=3S,d, -S,Kd,,

(3-43)
y=SGd, +5d,,

oS, = (1+KG)' etS= (I+GK)™ sont les ma-
trices de sensibilité respectivement a I’entrée et a
la sortie de G.

Par conséquent, le systeme de commande est inté-
rieurement stable si chacune des 4 matrices de
transfert apparaissant dans (3-43) est stable. Ce-
pendant, on démontre que si on ne simplifie pas
les pbles et les zéros a partie réelle positive (prp)
en effectuant les multiplications GK et KG, les 4
matrices de (3-43) seront stables si et seulement si
une seule de ces matrices, disons S, est stable.
Considérons a titre d’exemple un systéme SISO
pour lequel

1

_s-1 _
K(s) = 5 et G(S)_(s—l)(s+1)'

Si on ne simplifie pas (s — 1), on obtient :

GK:KG:S—_]'
s(s—1(s+1)
o 1 s(s=1(s+1])
T 146K (s—1)(s? +5+1)
S Ko (s-D*(s+1) G s(s—1)

T (s=1)(s?+s+1)’ C(s—1)%(s® +5+1)
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et les 4 fonctions de transfert sont, comme S, insta-
bles. Par contre, en simplifiant (s — 1), on constate
que S, S, ScK deviennent stables tandis que SG
reste instable.

La propriété suivante permet de déterminer tous les
organes de commande linéaires K qui assurent une
stabilité interne a la boucle fermée de la figure 3-9
lorsque le systéme commandé G est stable.

e Pour G stable, la boucle fermée est intérieure-
ment stable si et seulement si, pour toute matrice
de transfert Q stable,

K=(-Q6)'Q.
Preuve
a)
K=(1-0QG)"'Q < K=Q(l+GK)
< KS=Q ()
<SK=Q (2

1)=>G6Q=T=1-S=S=1-GQ (3)
—SG=(1-GQ)G (4)
(2)=>QG=T,=1-S,<S,=1-QG (5

Comme Q et G sont stables, les 4 matrices de trans-
fert des équations (3-43), exprimées en fonction de
Q et G par (2), (3), (4) et (5), sont toutes stables.

b) Inversement, si la boucle fermée est intérieure-
ment stable, la matrice Q = S,K est stable et de

I’équivalence (2) ontire K=(1-QG)"'Q. =

Méme si, pour un certain choix de Q stable, K est
instable, le systeme de commande reste intérieure-
ment stable a condition que G soit stable.

1) cette structure est presque équivalente a une
commande en boucle ouverte.

2) Si G;, G et Q sont stables, la structure est inté-
rieurement stable.

Structure bien posée.

En plus de la stabilité interne, un systéme de
commande doit étre totalement propre ce qui Si-
gnifie que la matrice de transfert H(s) entre deux
points quelconques de sa structure doit étre propre
c.ad. H(o) < o. Par conséquent, l'organe de
commande K et le procédé G doivent étre propres
ainsi que les 4 matrices de transfert des équations
(3-43). Or le procédé G est généralement propre et
si l'organe de commande K est choisi propre,
comme S.K = KS, les matrices S, S, SG et S;K
sont propres si et seulement si S = (I + L) est
propre c.a.d. si son dénominateur est tel que

det[l + L(x0)] £0.

EXERCICE 3-9
1) Montrer que la matrice de transfert d'entrée [u ;
y] et de sortie [d, ; d,] est

I K
H=
o
et déduire que

Se -KS
Ht=| ¢ :
[Gse S j

2) Montrer que

I+L KY I O
H=
i
et déduire que H est propre si det[l + L(«)] # 0 et

gue H est stable si les racines de det[l + L(s)] =0
ont toutes des prn.

EXERCICE 3-8
La figure suivante représente la structure de la
commande par modeéle interne.

+ u, yr

I’—>_ QLGr
c Pdt

Si le systéme réel G, est voisin du modele G, mon-
trer que

Revenons a la stabilité interne. Nous savons que
si, en effectuant le produit L(s) = G(s)K(s), on ne
simplifie pas des poles a prp par des zéros, la sta-
bilité interne de la boucle fermée de la figure 3-9
est équivalente a la stabilité de S = (I + L) ™.

Soit I's = (As, Bs, Cs, Ds) une réalisation d’état de
S. Cette realisation est stable si et seulement si les
valeul® propres de As ont toutes des parties réelles
strictement négatives (section (1-6)). Mais la ma-
trice d’état As peut étre déduite de la réalisation T’
= (A, B, C, D) de L(s). En effet (fig. 3-10)
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{)‘( =AXx+B(r-vy) (3.44)

y=Cx+D(r-vy)

e=—(1+D)*Cx + (1+D)*r,
x=[A-B(l + D) *C]x + B(l + D) 'r.

D’ou
As=A-B(l+D)C. (3-45)

Fig. 3-10 Systéeme de commande simplifié

A partir de la relation (3-45), nous allons généraliser
le critere de Nyquist aux systemes multivariables.
Pour le faire nous aurons besoin de la formule sui-
vante.

Formule de Schur

Ay Ap o
det A |- det(A;).det(A, — ApALAL)

21 22
= det(A,).det(Ay; — A AZA,).
a condition que A;; ou Ay, soit inversible.

Preuve
Si Ay est inversible, on peut Vérifier que

|:All A12:|:
A21 A22

b O AL Ol AgA,
G Bl

avec X=A,, —-A,ALA,,.

Or, le déterminant d’un produit de matrices est égal
au produit de leurs déterminants et le déterminant
d’une matrice diagonale ou triangulaire en blocs est
le produit des déterminants des blocs diagonaux.
D’ou la premiere égalité de la formule. La deuxieme
se démontre d’une manicre analogue a condition que
Ay, soit inversible m

Revenons a 1’étude de la stabilité de S en considé-

rant les valeurs propres de sa matrice d’état As
donnée par (3-45). Ce sont les racines du polynd-
me caractéristique
g (S) = det(sl — Ag)
=det[sl-A+B(1+D)"C].

Mais I’application de la formule de Schur montre
que

I+D -C
de{ ; | _A}det(l + D) ()
=det(sl — A).det[l + L(s)]
car L(s)=C(sl-A)*B+D.

Par conséquent, comme det(sl — A) est le polyné-
me caractéristique m (s) de L(s),ona:

detfl + L(s)] =a =) (3-46)

T (S)

ou a = det(l + D) est une constante qui vaut 1 si L
est strictement propre (D = 0).

EXERCICE 3-10
En posant pour un systéme SISO L(s) = n(s)/d(s),
vérifier (3-46).

Critéere de Nyquist généralisé

Ce critére permet de déterminer le nombre de pd-
les w; & prp de la sensibilité S connaissant le nom-
bre de pbles A; a prp de la chaine directe L.

L’égalité (3-46) peut s’écrire sous la forme

det[l + L(s)]=af (s),
avec

G-
fs)=——-—"= 3-47
O 6 (547

etona:
Arg[f(s)] = S Arg(s - ;) - SArg(s — ;) . (3-48)

Soit y la courbe fermée dans @ constituée de I’axe
des imaginaires Jm et d’un demi-cercle de rayon
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infini ayant IJm comme diameétre et situé a droite de

cet axe comme le montre la figure 3-11. Pour que
f(s) soit analytique sur toute la courbe vy, on entoure
ses poles situés sur Im par des demi-cercles infini-

ment petits.

Re

Fig. 3-11 Contour de Nyquist

On voit sur la figure que si un point p est a prp, il est
a ’intérieur de vy et le vecteur s — p tourne autour de
p de 27 quand s décrit y dans le sens trigonométri-
que. Par contre, si p est a prn, il est a I’extérieur de y
et la variation de 1’argument du vecteur s — p est
nulle quand s décrit y. Par conséquent, d’aprés (3-
48), la variation de I’argument de f(s) (ou de det[l +
L(s)]) quand s décrit y est (Z — P)2r, Z étant le nom-
bre des w; a prp et P le nombre des A; & prp. Ceci
signifie que le vecteur v joignant ’origine au point
det[l + L(s)] effectue

N=z-P (3-49)

tours quand s décrit vy, un tour étant compté positif
lorsque la rotation de v est dans le sens trigonomé-
trique.

Comme Z est le nombre des poles a prp de la matri-
ce de sensibilité S, le systeme de commande sera
stable si et seulement si Z = 0, c’est-a-dire, d’apres
(3-49), si et seulement si le vecteur v tourne P fois
autour de ’origine dans le sens horaire. Dans le cas
ou P =0 (L stable), le systéme en boucle fermée est
stable si et seulement si v n’effectue aucun tour
complet autour de 1’origine.

Il reste a signaler que si la courbe f(y), image de
v par f, passe par l’origine, (3-47) implique qu’il
existe un pole w; de S qui appartient a 1’axe des ima-
ginaires et que S est instable.

Dans le cas d’un systéme monovariable,

af(s) = det[l + L(s)] =1 + L(s)
d’ou, la boucle fermée est stable si et seulement si
L(y) entoure le point —1 dans le sens horaire autant
de fois que L(s) a de pdles a prp.

Exemple 3-4

Soit

1 sl
s-1 s+2
S+ 2 0

L(s)=

242

la matrice de transfert de la chaine directe et rap-
pelons que les poles d’une matrice de transfert
sont les racines du plus petit commun dénomina-
teur de tous les mineurs non nuls de cette matrice
(voir section 1-6). Les pbles de L(s) sont donc

M=l Ay =-2, g Zj\/z A Z_J-\/E

avec un pole a prp (P = 1) et les parties réelles des
autres poles sont nulles ou négatives. D’autre part,
f(s) =det[l + L(s)],
s 51 sP-s*+44s5-1
s-1 242 $-s2425-2

On obtient la courbe de Nyquist de f(s) par matlab
en écrivant :

>>n=[1-14-1];
>>d=[1-12-2];
>> nyquist(n, d)

—
-~
2]
N’

N

v,
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Sur cette figure (que nous 1’avons complété par des
demi-cercles pour plus de clarté) on remarque que
f(s) n’effectue pas des tours complets autour de
I’origine. D’ou N =0, Z = P =1 et le systeme en
boucle fermée est instable comportant un pble u a
prp.

Théoreme du petit gain

Bien que ce théoréme soit plus restrictif que le crite-
re de Nyquist, il sera de grande utilité pour I’analyse
de la robustesse. Pour 1’établir, nous aurons besoin
de la notion du rayon spectral et de sa propriété es-
sentielle.

Le rayon spectral p(A) d’une matrice carrée A est le
plus grand module de ses valeurs propres Ai(A) :

p(A) = max i, (A)] (3-50)

Soit v; un vecteur propre relatif a la valeur propre A;
de A.Ona:

AV = AV = :M <gG(A) Vi
[ 1 I -
[vil
d’ou
p(A) <5(A)=|A]. (3-51)

Montrons maintenant que si la matrice de transfert L
de la boucle ouverte d’un systéme de commande a
retour unitaire vérifie les deux conditions

L(s) stable,

et plL(jo)]<l Vo (3-52)

la boucle fermée sera stable.

Preuve

A

VAN
NB

Fig. 3- 12 Courbe f(y) d’un systéme instable

Raisonnons par 1’absurde et supposons que la
boucle fermée n’est pas stable. Comme les pdles
de L sont tous a prn (P = 0), I’'image par f(s) =
det[l + L(s)] du contour y de Nyquist entoure
I’origine au moins une fois comme le montre la
figure 3-12.

Au lieu de f(s), considérons la fonction f (s) =
det[l + cL(s)], ¢ € [0 1]. Quand c décroit de 1 a 0,
I’image de la courbe y par f. se modifie d’une
maniére continue et passe de la courbe fermée
f1(y) = f(y) au point fo(y) = det(l) = 1. 1l doit donc
exister un réel ¢ € [0 1] pour lequel f.(y) passe par
I’origine. D’ou il existe ¢ € ]0 1] et une fréquence
o tels que

det[1 + cL(joo, )] =0 < det[—(L/ c)l — L(jeo,)] = 0.

Ceci signifie que —1/c est une valeur propre de
L(joy) d’ou

3itq A[L(jo)l =—%, c <o, 1.

& plL(jo)]z1
ce qui contredit I’hypothése (3-52). [
Le théoréme du petit gain s’énonce comme suit :

Si
L(s) stable,

et S[L(jo)l=|L(jo)|<l Vo (3-53)

la boucle fermée est stable.

D’aprés (3-51), ce théoréme n’est qu’un corollaire
de (3-52). La stabilité de la boucle fermée est donc
assurée des que la boucle ouverte est stable et que
sa norme est inférieure a 1 pour toute fréquence o.

Nous attirons 1’attention que le théoréme du petit
gain n’est qu’une condition suffisante de stabilité
mais non nécessaire : le systéme peut étre stable
sans que la condition (3-53) soit Vérifiée.

Considérons par exemple un systeme monovaria-
ble dont la fonction de transfert de la boucle ou-
verte est L(s) = 2/(s + 1). Comme cette fonction
est stable, la boucle fermée sera stable si et seule-
ment si L(y) n’entoure pas le point —1.

Akram Ghorayeb



19  Analyse fréquentielle

La figure 3-13 montre que cette condition est rem-
plie mais L(y) sort du cercle unité C. On voit bien
que la boucle fermée peut étre stable sans que la
deuxiéme condition (3-53) soit vraie.

Fig. 3- 13 Systéme stable qui ne vérifie pas (3-53)

Marge de stabilite

A cause des hypothéses simplificatrices de modéli-
sation, de l'usure et des erreurs d’évaluation des
parametres, la fonction de transfert nominale L(s) de
la boucle ouverte d’un systéme de commande ne
représente la réalité physique L.(s) que d’une manié-
re plus ou moins approximative. On écrit :

Li(s) =L(s) + A (s)

ou A (s) est une certaine matrice (inconnue) dont la
norme o[A(jw)] est une mesure de I’erreur de mo-

délisation a la fréquence .

Le nombre total de pbles du modele L(s) n’est pas
nécessairement le méme que le nombre total de p6-
les du systeme réel L.(s). Cependant, lors de
I’élaboration du mode¢le, on prend généralement la
précaution de tenir compte des phénomenes physi-
ques susceptibles de déstabiliser le systétme com-
mandé. Pour cette raison, nous admettons que le
nombre P de pbles a prp de L(s) est égal au nombre
P, de pbles a prp de L.(s) sans exiger toutefois que
ces poles soient confondus.

Avec cette hypothése, voyons dans quelle marge la
boucle fermée B, du systeme réel reste stable quand
la boucle fermée B du systéeme nominal (fig. 3-10)
est stable. Posons

i(s) = det[l + L(s)],

fi(s) = det[l + L,(s)] = det[l + L(s) + A (s)]

et désignons par y le contour de Nyquist et par N
et N, respectivement les nombres de tours autour
de l’origine de f(y) et fi(y). D’apres le critére de
Nyquist, comme par hypothese P, = P, B, est sta-
ble si et seulement si N, = N. Cette égalité est évi-
demment vraie pour A = 0 puisque dans ce cas la
courbe f(y) se confond avec f(y). Mais, en consi-
dérant des matrices A de taille k =
sup,, {G[A(jw)]} de plus en plus grande, f(y)

s’écarte progressivement de f(y) et on peut arriver
a une matrice A = A, pour laquelle f(y) passe par
I’origine. Ceci signifie que pour cette matrice A ,
la boucle B, devient instable et qu’il existe o telle
que

det[1 + L(jo) + Ay (jo)] =0 (3-54)

De la propriété P3 (section 3-3) et de 1’égalité (3-
54) on déduit que

oll + L(jo)] < 5[Am (jo)]

ou <o[AR (jm)],

1
6[S(jm)]

S = (1 + L)™ étant la sensibilité du systéme de
commande. Par conséquent, la plus petite erreur
de modélisation qui déstabilise le systeme réel est
nécessairement supérieure a

1

- (3-55)
max 6[S(jo)]

mga

appelé la marge absolue de stabilité. Le risque que
B, soit instable est d’autant plus faible que la mar-
ge mga est grande.

Au lieu de D’erreur absolue A = L, — L, on peut

définir I’erreur de modélisation par sa valeur rela-

tive A’ = (L, — L)L"" d’out A = A’L et (3-54) de-

vient

det[l + L+ Ay L]=det[(I + L + AL
=det(L)det(1 + L+ Ap) =0

= det(l+ Lt A'm) =0.
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De cette derniere égalité et de la propriété P3 on
déduit que

ofl + LY (jo)] < 5[ Am (jo)]

ou <5[Am(jo)]

_t
ol T(jo)]

car (I+L )" =[(L+NDL ] '=LU0+L)"'=T,00T
est la sensibilité complémentaire. D'ou

1

= (3-56)
max o[ T(jo)]

mgr

est une mesure de la plus petite erreur relative de
modélisation qui déstabilise le systéme réel et sera
appelé la marge relative de stabilité.

Le risque d’instabilité du systeme réel est donc
d’autant plus faible que la sensibilité maximum et la
sensibilité complémentaire maximum sont faibles
(mga et mgr grandes). Par conséquent, les maxi-
mums des courbes o(S) eto(T)de la figure 3-8

doivent étre aussi faibles que possible. La marge de
stabilité sera précisée davantage quand on étudiera
au chapitre suivant la robustesse des systémes de
commande.

A titre d’exemple, nous allons démontrer que la
stabilité sous la politigue LQR donnée au chapitre
précédent est trés robuste. Ceci sera déduit d’une
propriété de cette politique que nous allons d’abord
établir.

Egalité de la différence de retour

La figure 3-14 représente la boucle de commande
par retour d’état ouverte a I’entrée du systeme
commandé. Sa matrice de transfert de u a U est

L,(s) =—Kd(s)B, d(s)=(sl-A)". (3-57)

i u
LOL/—P X=AXx+Bu

I K le X

Fig. 3-14 Boucle ouverte a I’entrée

La différence entre la commande u et son retour O
est donc
u—a=F(s)u
ou
F(s)=1+Kd(s)B=1+L,(s) (3-57)

est appelé la matrice de transfert de la différence
de retour dont I’inverse est la sensibilité a ’entrée
Se(s). Pour une commande LQR, nous savons que

K=R'B"X (3-58)

ou R > 0 et symétrique et X est la matrice définie
positive vérifiant I’équation de Riccati

ATX +XA-XBR'B'X=-0Q

avec Q > 0 et symétrique (voir 2-57 et 2-58). Te-
nant compte de (3-58), 1’équation précédente peut
aussi s’écrire sous la forme :

(-sl—AT)X+X(sl —A)—K'RK=Q. (3-59)

En multipliant les deux membres de cette équation
a gauche par B'(-sl — A")™ et a droite par (sl —
A)™'B = d(s)B, on obtient :

BTX®(s)B +B'®"(s)XB +[F (s) — IJR[F(s) — 1]
=B'®"(s)Qd(s)B

oll F(s) est définie par (3-57) et la notation M(s)

signifie M'(-s). Mais, d’aprés (3-58), on peut

remplacer dans 1’équation précédente B'X par RK
et XB par K'R ce qui donne d’aprés (3-57) :

R(F-1)+(F =R +(F —R(F—1)=B"®"QdB.

Aprés simplification, on arrive a 1’équation sui-
vante appelée égalité de la différence de retour :

F (S)RF(s) =R + B'd" (5)Q®(s)B|.  (3-60)

Comme la matrice B'®"Q®B > 0, de I’égalité (3-
60) on tire I’inégalité :

F"(s)RF(s) > R]|. (3-61)
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Robustesse de la commande LQR

Choisissons R = | qui est symétrique et définie posi-
tive comme 1’exige la commande LQR. L’inégalité
(3-61), valable pour tout s et tout R symétrique et
dp, permet d’écrire :

h"F (jo)F(jo)h>h"h Ve, vh
< [[F(jo)h[[h]] Ve,Vh

. 1
Pt Q[F(J(D)]Zmzl Yo.
1 1
BT TN R

D’autre part, comme G(T,)=c(1-S,)<1+3(S,),
on déduit de la derniére inégalité que

mgr Zle-
maxo[T, (jo)] 2

Par conséquent, si le gain maximum de I’erreur rela-
tive de modélisation ne dépasse pas %2 (50 %), il est
certain que la commande LQR stabilise le systéme
réel.

Cas SISO

Pour les systémes SISO, on peut exprimer la robus-
tesse de la commande LQR a 1’aide de la notion
classique de marge de gain et de phase. En effet,
dans le cas SISO,

olF(jm)]21 Vo < |1+L(jo)>1 Vo

A

v

Fig. 3-15 Marges de gain et de phase LQR

La courbe de Nyquist L(jo) est donc entierement a
I’extérieur du cercle de centre (0, —1) et de rayon 1
comme le montre la figure 3-15.

De cette figure on constate que si le modele L(jo)
est multiplié par k > % ou par e3¢ avec ¢ < 60°, le
systtme de commande sous la politigue LQR
conserve sa stabilité car la nouvelle courbe L.(jo)
reste d’un méme c6té par rapport au point (0, —1).
Ceci se traduit en écrivant que la marge de gain
MG et la marge de phase MP vérifient les inégali-
tés

MG = 20log(g) > 20log(2) = 6 db,
MP > 60°.

Remarque

Dans le cas le plus fréquent ou les variables d’état
ne sont pas toutes mesurables, le signal de retour
U=—-Kx de la figure 3-14 sera remplacé par
0=—KXou X est I’estimation de I’état X par un
filtre de Kalman (politique LQG). En substituant
dans 1’équation de ce filtre,

§k=A>?+Bu+Kf(y—C>”(—Du),

y(s) par [C®(s)B + D]u(s), on déduit que différen-
cederetourest u—0=u+Kk=(l+ I:e)u avec

1+L, =1+ K@ +K,C)(K,CD+1)B (3-62)

qui est trés différente de 1’expression (3-57). Ceci
implique que la commande LQG n’a pas nécessai-
rement la méme robustesse que LQR. Des exem-
ples dans la littérature montrent que la commande
par LQG de certains systemes a une faible marge
de stabilité. Cependant, sous des conditions assez
restrictives, il est possible de remédier a cet in-
convénient et de récupérer la robustesse LQR
(loop transfer recovery, LTR) en choisissant pour
le filtre de Kalman une matrice K¢ pour laquelle

A

L~ Le. Ceci sera detaille au chapitre 5.

3-6 Normes

Nous savons qu’une norme dans un espace vecto-
riel & sur le corps € est une fonction qui associe a
chaque élément x de & un réel ||x|| tel que :
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x>0

[X|=0<x=0

Joox] = e ]

[, + X || <[%q||+[%2|| (inégalité triangulaire)

Les normes des signaux et des fonctions de transfert
serviront dans les prochains chapitres a évaluer le
degré de performance et de robustesse d’un systéme
de commande. Ces normes se deduisent de celles
des vecteurs et des matrices que nous allons rappeler
en premier lieu.

Normes vectorielles et matricielles

Normes vectorielles
Les 3 normes les plus employées dans €' sont des
cas particuliers de la norme-p dont la définition est

la suivante :
. 1/p
b, =(=hP )

ol X; est la i°™ composante de x et p est un réel qui
doit étre supérieur ou égal a 1 afin que I’inégalité
triangulaire soit satisfaite. En remplacant p par 1, 2
et oo, on déduit les définitions suivantes.

La norme-1 est égale a la somme des valeurs abso-
lues des composantes :

[, =%[xil. (3-63)

la norme-2 n’est autre que la norme euclidienne

classique :
I, = J=f (3-64)

et la norme-co est égale a la plus grande composante
en valeur absolue de x :

I, =maxx,| (3-65)

Des définitions précédentes, il est facile de voir que
dans ®? I’ensemble de points de module 1 est un
losange pour la norme-1, un cercle pour la norme-2
et un carré pour la norme-co comme le montre la
figure 3-16.

A X2

v

Fig. 3-16 Boules de rayon 1 pour les normes 1, 2 et oo,

D’autre part, il est simple de constater que

. <[, < I, .

(3-66)
I, <[, <vn ],

La norme-i d’un vecteur ne différe donc de sa

norme-j que par un facteur fini et on dit que les 3

normes 1, 2 et co sont équivalentes.

Normes matricielles
Les définitions suivantes étendent aux matrices les
normes 1, 2 et oo des vecteurs.

La norme-s d’une matrice est égale a la somme
des valeurs absolues de ses éléments :

Al :izj|aij| - (3-67)

La norme-f de Frobenius est semblable & la norme
euclidienne :

"A”f :Q/%|aij|2 :»\’tl’(A*A) . (3-68)

La norme-m est le plus grand élément en valeur
absolue :

IAl, = ”}%X‘aij‘ : (3-69)

Plus importantes pour I’automatique que les nor-
mes précédentes sont celles qui caractérisent une
matrice A par son gain maximum en norme.
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Pour les matrices, la norme induite par la norme-p
des vecteurs est définie par

e

A, = max N,

(3-70)

En d’autres termes, la norme de la matrice A induite
par la norme-p des vecteurs est le plus grand gain de
A selon cette norme. Comme

P AL
Il H Il |,
au lieu de (3-70), on peut écrire :

ax A, 37)

HXH -

Pour p = 2, nous retrouvons la norme c(A) définie

a la section 3-3, propriété P1. Tenant compte de la
définition (3-23) de o-sup et de la définition (3-50)
du rayon spectral p, on déduit que

|AL =5(A) =p(AA).  (3-72)

Remarquer que la norme de Frobenius définie par
(3-68) est toujours supérieure a la norme-2.

La norme-1 d’une matrice est égale a la plus grande

norme-1 de ses colonnes. En effet, en désignant
cette colonne par a.i, VX tel que |[x]l; =1,0na:

s, -

%Xja-J

< ZJ_)|Xi |||a,j "1 <[aul; §|Xi|
1
=[], IX[l, =2l -

Or, pour x = e, e* étant le k™™ vecteur unitaire ca-
nonique, [Ae|, =a.i],. Dou, d’apres (3-71),

A, =max]a | (3-73)

La norme-co d’une matrice est €¢gale a la plus grande
norme-1 de ses lignes. En effet, en désignant cette
ligne par a,, V x tel que |x||..=1,0na:

], = max| [y,

]<max(2|au ,|]

<l mx{ oy -l

Or la norme-o du vecteur

U= I:e—ja"g(akl) . e Jag(akm) T
estégalealetona:

|Au] = = max

Zalj j

maXZIa.,I

On en déduit, d’apres (3-71), que
[AL, = max|as., - (3-74)

Les normes matricielles induites sont consistantes
jouissant de la propriété

A8, <|Al, 18], - (3-75)

En effet, d’aprés (3-70) et en posant y = BX,

P 194,
|ngl, - -
ST, I, T,
I i, 1B,
ax A, ],

o, o [,

Les instructions suivantes de Matlab fournissent
normes induites 1, 2, « et celle de Frobenius:

>norm(A,1), >norm(A,?2),
> norm(A,'inf’), > norm(A,'fro’).

EXERCICE 3-11

Soient U; et U, deux matrices unitaires (U*U =1).
Montrer que [[U:AU,|[2 = [|All2 et || UrAU,|| = [|All¢
(conservation de ces normes par transformations
unitaires).
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Normes des signaux

Nous considérons maintenant des fonctions vecto-
rielles x(t) € @. Leur norme-p, p > 1, se définit de la
méme maniére que la norme-p des vecteurs mais en
intégrant par rapport au temps :

© 1/p
W= [zkore] . e

La norme-p des signaux est généralement désignée
par £. Pourp=1,2etc,0na:

Norme £; :
X, = [ = @ (3-77)
Norme £ :
X, = | Z[x ()dr, (3-78)
- |1 %@ x(@)dr.
Norme £,:

Ix||, = sup(m;':1x|xi (r)|) = miax(sup|xi (r)|j (3-79)

La figure 3-17 donne une interprétation graphique
de cette derniére norme pour la fonction vectorielle

A

[x®L.

v

Fig. 3-17 Interprétation de £,

X(1) = [xa() 5 %a(t) 5 x3(V)]-

Remarques
1) Les normes précédentes n’ont de sens que si elles

sont finies. L ensemble des fonctions x(t) € " telles
que |[x||, < oo constitue I’espace £ de Lebesgue.

2) La notation ||x||, signifie la norme-2 du « si-
gnal » x(t) et non pas la norme-2 du « vecteur »
X(t), valeur du signal a I’instant t. Pour éviter cette
confusion, la norme-2 d’un vecteur x sera dési-
gnée par ||| sans ’indice 2.

EXERCICE 3-12
Calculer les normes £, £ et £, du signal

x(t)=[2e te'].1(1).

Pour interpréter les normes #; et 7, de I'espace de
Hardy qui seront définies plus bas, il convient
d’abord de rappeler, d’une maniére intuitive, quel-
gues notions concernant la transformée de Fourier.

Rappel
Considérons d’abord une fonction x(t) € € définie

sur un intervalle fini [-T/2 T/2]. Cette fonction
peut étre prolongée en une fonction périodique de
période T et développée en série de Fourier :

N=o0 R
x(t)y= Y x,el"tt (3-80)

N=—o0

ouwr = 2n/T et X, € @ En considérant dans
I’espace 7+ des fonctions complexes définies sur
[-T/2 T/2] le produit scalaire

1 T/2

(f,oy== [ fgdt,
T 112

il est facile de vérifier que les fonctions
e, (t) =exp(jnort) qui apparaissent dans (3-80)
sont orthonormeées :

0 sin#m,
1 sin=m.

<envem>:{

Par conséquent, en multipliant scalairement les
deux membres de (3-80) par en(t), on déduit que

X =(€m, X)

:l%zﬂﬂ€mmW1 (3-81)
T 712
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Les coefficients x,, de la série de Fourier sont donc
les projections de x(t) sur les fonctions en(t) et on
constate facilement que x_,, =X, et que

X_m€_m () + Xmem (t) = 2|x, [cos(Mart + ¢p,)

ou @ est I’argument de x;,. Le module de x, est la
moitié de ’amplitude de I’harmonique m de x(t) et
son argument est la phase de cet harmonique.
D’autre part, d’apres (3-80), le produit scalaire de
X(t) par lui-méme donne :

1 T/2 n=co 2
o0 == [ X(@x@di= 3 [x, .
T 712 -

Tenant compte de la définition (3-78) de la norme £,
des signaux appliquée a pour une fonction x(t) nulle
a l’extérieur de l’intervalle [-T/2 T/2], I’équation
précédente s’écrit,

2 n=o0 2
X[ =T = Ixq I (3-82)
N=—o0

D’un autre coté, d’apres 1’égalité (3-80), x(t) peut
étre vu dans I’espace Fr de base {ey(t)} comme un
vecteur de composantes x,. Par analogie avec la
définition (3-65) la norme-co :

X[, =sup|x| (3-83)
n

Supposons maintenant que T — oo c'est-a-dire que la
fonction x(t) est définie sur tout 1’axe des réels.
Dans ce cas ot = 2n/T tend vers une fréquence infi-
niment petite do et, pour tout ® € K, il existe un
entier m tel que m wr ~ ®. De 1’équation (3-81) on
déduit que

TXp ———> [ x(e'dt=x(jo)  (3-84)

—00

ol X(jo) est la transformée de Fourier de x(t). Ainsi,
pour un signal de domaine infini, X(jo) a la méme
interprétation que X, pour un signal de domaine fini.
En particulier, X(jo) représente, par son module et
son argument, D’amplitude et la phase de
I’harmonique de fréquence o de X(t).

D’autre part, en posant de = 27/T, on a:

N=oc0 1 N=o0
TY I, |2=2_ > T, [ do,

N=—o0 T n=—o0

Tenant compte de (3-78), (3-82) et (3-84) et de la
définition de I’intégrale de Riemann, on déduit
gue pour un signal x(t) e ¢ ona:

0 1 -
i = T Ik de= [ Ix(o) P do (385)

C’est I’égalité de Parseval qui permet de calculer
la norme £ d’un signal temporel a partir de sa
transformée de Fourier. D’un autre c6té, en rem-
placant x, par x(jo), la définition (3-83) devient
pour un signal défini sur tout R

IX].. =sup|x(jo)| - (3-86)

A ne pas confondre cette norme avec la norme £,
définie par (3-79).

Ce qui précede peut étre étendu a des signaux
vectoriels. Au lieu de (3-85) la norme £ d’un

signal x(t) € " devient :
X2 = [ xT ()x(t)dt,

zzi T %" (jo) x(jo)do,

T _»

—— T Ix(o) | do (3-87)
T _»

(égalité de Parseval pour les signaux vectoriels)

et au lieu de (3-86), la norme- de x(t) € X" se
définit par

], =sup[x(j)]

= sup /X" (jo)x(jo)

()

(3-88)

A partir de ces notions, nous allons définir deux
normes pour les matrices de transfert. Une premié-
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re norme, désignéee par 74, est basée sur 1’égalité (3-
87) et une autre, désignée par 7, est une extension
de I’égalité (3-88).

Norme #>

Nous savons que la réponse d’un systéme a une
impulsion de Dirac appliquée a sa k™ entrée est
donnée par la k™ colonne g.,(t) de sa réponse im-
pulsionnelle G(t). D’apres 1’égalité de Parseval (3-
87), la norme £, de g.(t) Vérifie :

g.k Ig.k (1)9.k (t)dt,
(3-89)
22— J g.k*(j(ﬂ)-g.k(jw)dw-
T
En général, [g. |5 tend vers infini si gudt) et

Oe«(S) ne tendent pas vers 0 quand t et s tendent vers
I’infini. Pour cette raison, nous supposerons que G
est stable et strictement propre.

La norme 74 d’une fonction de transfert G(s) stable
et strictement propre est la moyenne quadratique des
normes £, de ses colonnes et on écrit :

&1, = g-k(t)nz

{— I3 gu (Jw)g.ku(»)dco}z

2 —oo k=1

Sachant que la trace d’une matrice est la somme de
ses éléments diagonaux, les égalités précédentes
peuvent se mettre sous la forme :

6], =| T tr[GT(t)G(t)]dtT
- (3-90)

_ Z—tritr(G*(jm)G(jco))me

Il est évident que [|G||; = ||G"||. = |G ||.. D’autre part,
la trace d’une matrice est la somme de ses valeurs
propres A; et les valeurs propres de G'G sont les
carrés des valeurs singuliéres c; de G. D’ou

tr(G*G):Zki (G'G)=Yc? .

A la place de (3-90), on peut donc écrire :

1
IGll, = {—I Yol (G(J(D))dw} . (391)

D’aprés cette égalité, la norme 74 d’une fonction
de transfert G(s) peut étre vue comme la moyenne
quadratique de ses valeurs singuliéres intégrées
sur I’ensemble des fréquences. Elle tient donc
compte de toutes les valeurs singuliéres pour tou-
tes les fréquences.

Une autre interprétation de la norme %, concerne
la réponse du systéme a un bruit blanc unitaire b(t)
vérifiant

E[b(rl).bT (TZ)J = 18(t — 1) .

Le systeme est donc soumis a des entrées indé-
pendantes (ou non corrélées) chacune étant un
bruit blanc de puissance 1. Déterminons la puis-
sance moyenne P de la réponse yu(s) = G(s)b(s).
Ona:

P=E[ Y} 0y, |=tr {E[ ys Oy; 0]}

=t T T G(t- Tl)b(Tl)bT (TZ)GT (t- ‘rz)d'rld'cz}

G(t—1)G" (t—)dt=||G|f5.

E
{ I _[ G(t- Tl)E[b(Tl)bT (7, )]GT (t-1, )drldrz}
—tr T

Donc
B(Ilys ) =Gl (3-92)

Par conséquent, le carré de la norme #, d’un sys-
téeme est la puissance moyenne de sa réponse a des
bruits blancs unitaires.

Remarque. La notation ||G||, désigne ici la norme
> de la « fonction de transfert » G(S) est non pas
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la norme-2 (G6[G(s)]) de la « matrice » G(s), valeur

de la fonction de transfert au point s. Pour éviter
cette confusion, la norme-2 d’une matrice G sera
désignée par ||G|| sans I’indice 2.

EXERCICE 3-13
Calculer de deux manieres la norme #; de

2 1
) {E (s +l)2} '

Calcul de #,

Soit T = (A, B, C, 0) une réalisation minimale d’une
fonction de transfert G(s) stable et strictement pro-
pre (conditions de la norme #5). D’aprés (3-90) et
sachant que G(t) = Ce”'B, ona:

Il - Ju[e" (vam
0

- trT(BTeATtCT )(CeAt B) dt,
0

- t{BT UeATtCTCeAtdtj B}.
0

||, =tr(B"YB) (3-93)

D’ou

ou Y est le gramien d’observabilité défini a la sec-

tion 1-5 et qui vérifie 1’équation de Liapunov :
AY+YA=-C'C.

De méme, la norme 74 peut étre exprimée en fonc-
tion du gramien de controlabilité X :

|G| =Ttr[G(t)GT(t)]dt
0
trT (ce*B) ( BTe'tCT )dt
0

tr C[T e BBTeATtdtJ c’ } =tr (CXCT )
0

ou X vérifie I’équation de Liapunov :

AX + XAT =-BB".

Exemples 3-5
Considérons un systeme monovariable de fonction
de transfert

2s+1

GE)=——.
© s +s+1

Sa réalisation en forme de controlabilité est

Le gramien X = {p;} Vérifie I’équation de Liapu-
nov :

{0 1}[&1 p12:|+|:p11 p12j||:0 _1}:[0 O}
-1 -1][Pxn P2 Pa P J[1 -1] [0 -1

dont la solution est

1/2 0
X= )
0 1/2
D’ou

S (A =4

Pour un systeme multivariable, ce calcul devient
long mais il peut étre effectué rapidement par Ma-
tlab utilisant la fonction «normh2> :

>>n=[21]; d=[111];
>> gys = tf(n, d);
>> normh2(sys)

ans = 1.5811.

Norme #,

Nous avons vu que G[G(jw)] est le plus grand
gain en amplitude d’un systéme stable de fonction
de transfert G(s) quand on lui applique des entrées
sinusoidales de méme fréquence ®. D’une maniére
plus claire, pour des entrées u de composantes
sinusoidales de méme fréquence o (voir 3-21),
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JZb?
Jza?
ou les a; sont les amplitudes des composantes u; de

I’entrée u et les b; les amplitudes des composantes
(sinusoidales) y; de la sortie y = Gu.

6[G(jw)]=max

La norme 74, de la fonction de transfert G(s) est son
plus grand gain en amplitude sur I’ensemble de tou-
tes les fréquences. En d’autres termes,

|G|, =sup5[G(jw)]. (3-94)

En particulier, si G ne comporte qu’une seule colon-
ne X(o), sa seule valeur singuliere est
[X (jo)x(jo)]* et on retrouve la définition (3-88) de
la norme-oo d’un signal vectoriel.

EXERCICE 3-14
Calculer la norme #, de

1
()= L+2 (s+1)}

A noter que la norme %5 est une mesure du gain
moyen du systéme sur I’ensemble des fréquences
tandis que la norme 74, est une mesure du gain seu-
lement a la fréquence wr, ou il est maximum.

Du point de vu temporel, |G|, est aussi le plus
grand gain en norme-2 pour des entrées quelconques

appartenant a I’espace &. En effet d’aprés Parse-
val :

1= j ly(je) P doo
21 [IGG@u(io) I do
TE%

<= [6(o)lu(ie) P do

27'cf
G o0
oL [huo do
dou  ||G|.> _sup”y”2 (3-95)
AT

Pour déemontrer I’égalité, considérons une suite de
fréquences «; telles que lims[G(jw,)]=|G]l,-

L’image par G(jo;) du vecteur singulier u'(jo)
relatif & la valeur singuliére o[G(joj)] est

y' (jo) =G(jo)u' (jox)
avec [ly' (jox) II=GIG(j )1l u' (o)) I

Les vecteurs u'(joy) et y'(jo;) caractérisent des
fonctions sinusoidales u'(t) et y'(t) pour lesquelles
la premiére inégalité de la démonstration de (3-95)
doit étre remplacée par une égalité. Par passage a
la limite on obtient :

yi
”G"OO || ||2

1L

ce qui permet de remplacer 1’inégalité (3-95) par
I’égalité :

IGI, —sup“y”2 (3-96)

vest [[Ul,

D’autre part, contrairement a la norme 74, la nor-
me %, jouit de I’inégalité multiplicative comme
c’est le cas pour les normes matricielles induites.
En effet, sachant que pour une fréquence » don-
née

5[y (i®)G; (j0)]<5[G;(j0)]5[G2 (jo)],
ona:

|G1Ga2],, <sup{5[G1(i®)]5[G, (iw)]}
<supG[Gy(jw)|supG[G, (jw)]
=[Gl [G2l.,

C’est surtout a cause de cette derniere propriété
que la norme £, est plus convenable que la norme
> pour 1I’étude de la robustesse qui sera envisagée
au chapitre suivant.

Calcul de #,
Nous avons vu que la norme 74, de G peut étre
calculée a partir d’une expression algébrique
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comme celle donnée par (3-93). Malheureusement
ce n’est pas le cas pour la norme #,, mais la pro-
priété suivante permet de trouver une borne supé-
rieure a cette norme et nous verrons qu’elle servira a

trouver une valeur approximative de |G|, . Posons
G (s)=G"(-s). (3-97)
et démontrons que

e |G|, <yeX" si et seulement si la fonction de
. -1
transfert G (s) = [yzl -G (S)G(S)] n’a pas de
poles sur 1’axe des imaginaires.
Preuve
|G|, <y<5[G(jo)]<y Yo
=X [G(](D)] <y Vo,Vi
o (G*(joo)G(joa)) <% Vao,Vi
o (y2| —G*(jm)G(joa)) >0 Vo,Yi
< detGHl(jo)#0 Vo
PN [G;,l(jco)u —0=u =o} Vo
& Ggl (s) n'a pas de zéros sur jo

Donc, sachant que les zéros d’une fonction de trans-
fert inversible sont les pbles de son inverse (voir

section 1-6), |G| <y<>Gy(s) n’a pas de poles
sur ’axe des imaginaires. [

Rappelons qu’au chapitre 1 nous avons montré que
si (A, B, C, 0) est une réalisation d’une fonction de
transfert G(s) strictement propre, la réalisation de
Gr(s) est (voir 1-26)

A BB'/y* |B/y?
G,(s)«|-C'C -AT 0
0 BT /y? ‘ 1/y?

On en déduit que |G| <y si et seulement si la
matrice hamiltonienne

A  BBT/y?
Hyz[_cTC R ] (3-98)

Nn’a pas de valeurs propres sur I’axe des imaginai-
res.

Se basant sur cette propriété, nous pouvons déter-
miner une valeur approchée de la norme 74, d’un
systéme en procédant par dichotomies :

1) Initialement, yo = O et v, est de grande valeur.

2) On pose y= (Yo + v1)/2.

3) On calcule les valeurs propres de la matrice H,
definie par (3-98).

4) Si aucune valeur propre n’est une imaginaire
pure, on pose y, =y et on retourne a 2).

5) Si I’'une des valeurs propres est une imaginaire
pure, on pose y, =y et on retourne a 2).

6) On s’arréte quand les valeurs successives de y
deviennent tres voisines.

Ces itérations s’effectuent rapidement par
Iinstruction « normhinf ». Pour le systeme de
I’exemple 3-5, on obtient :

>> normhinf(sys)

ans = 2.2467.
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AUTRES EXERCICES ET COMPLEMENTS a) Si G a un zéro z a prp de direction de sortie y,,
montrer que z est aussi un zéro de la sensibilité

3-15. Vérifier que £, &, £, H et ., sont effecti- complémentaire T de direction de sorte y,.

vement des normes. b) Si G a un pble p a prp, montrer que p est un

zéro de la sensibilité S.
3-16. Supposons que les normes £, de r, d et b sont
respectivement inférieures a ry, dyv et by. Quelles

conditions doit satisfaire ||K||.. pour s'assurer que la
||ull> sera inférieure & uy.

3-17. Quelles sont les fonctions de transfert qui
doivent étre stables pour que le systéme suivant soit
intérieurement stable ?

r-»T—:é?—» G(s)

1 K(s)
Analyser le cas ou

G(S)=(s+2)/(s—1)etK(s)=(s—LD)/(s+1).

3-18. Pour étudier I'effet de r sur l'erreur e =r —y
du systéme de la figure précédente, on suppose que
dy = dy = b = 0. Montrer que |le(jo)|| < 3|r(w)|| Vo
Si

o(GK) > WH_.
3-19. Soit G une matrice carrée telle que o(G)<1.
Montrer que (I — G) est inversible et que

(1-G)'= s Gk
k=0

3-20. Est-ce que [|G |- = [|Gl|. et |G ll> = [IGll> ?
Est-ce que [|G'Gll. = [| G5, et|IG'Gll. = |G|}?
Donner un exemple pour montrer que l'inégalité

multiplicative ||G,G,|l2 < [|Gyl2l|G4ll n'est pas tou-
jours vraie.

3-21. On suppose que le systeme de I'exercice 3-16
est intérieurement stable.
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