Chapitre 6

Identification paramétrique

IDENTIFICATION PARAMETRIQUE

Nous commencgons ce chapitre par 1’algorithme de
base servant a estimer les parametres de la
transmittance d’un systéme dynamique linéaire
invariant non perturbé. Différentes interprétations de
cet algorithme ainsi que sa mise en ceuvre sont aussi
envisagees. Les algorithmes relatifs aux systémes
perturbés sont abordés plus loin et le chapitre se
termine par la méthode du sous-espace permettant
d’identifier les équations d'état d'un systeme.

En guise d’introduction, considérons un organe dont
la fonction de transfert est

Zy_ bz (6-1)
Zu z+a

G(z) =
ou a est un parametre connu mais le parametre b est
inconnu et doit étre identifié. Une méthode classique
consiste a séparer cet organe du systeme auquel il est
connecté, de lui appliquer un échelon de valeur k et
de mesurer la valeur finale y., de sa sortie en régime
stationnaire. Sachant que

y, = Iin}(l—zfl)G(z)Zu

. k kb
=lim(1-z1)G(z =— 6-2
im(-2)6() =1 (6-2)
polra,
k

Cette méthode hors ligne, appelée en anglais off-line
identification, a les inconvénients suivants :

1) Laprécision sur la valeur de b dépend de celle des
autres paramétres. Par exemple, si Ak est
I’incertitude sur la valeur k de I’entrée 1’imprécision
sur I’identification de b sera :

Ab=Bak=-T2y Ao Pa 69)
5k k? k

On en déduit que Ab sera petit si I’amplitude k de
I’entrée est grande. Ceci est général, I’action sur le
systéme doit étre grande dans une identification off-
line ce qui n’est pas toujours toléré en pratique.

2) Le paramétre b peut varier durant le
fonctionnement du systéme (variation de I’inertie, du
frottement, ...) et il doit étre continuellement ou
périodiquement estimé afin d’adapter la politique de
commande a sa variation. Dans ce cas fréquent,
I’identification doit étre nécessairement on-line c.a.d.
durant le fonctionnement du systéme sans déconnecter
du systéeme I’organe a identifier.

La figure 6-1 montre le principe de I’identification
on-line des paramétres d’un systéme.

u(t) _|Systeme a y(t)
" |identifier Algorithme
i ﬂd‘adaptation des

Modeéle a parameétres

» parametres —
adaptables | Y(D)

A
P Parametres

<«

Fig. 6-1 Schéma montrant le déroulement de
I'identification paramétrique

a) On associe au systeme a identifier, dont la
transmittance G(z) est inconnue, un modeéle basé sur
des considérations intuitives ou sur une analyse
physique. En admettant que le systéme a identifier
est linéaire, on propose un modéle dont la
transmittance est de la forme :
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Z
Z_z:G(Z'al""’an'bl""'bm)

_ bzt+--+b zm

= , h=m.
l1+azt+---+a,z™"

ol les paramétres a; et b sont a déterminer. A
remarquer qu’on suppose que la réponse y est en
retard par rapport a I’entrée u d’au moins une période

(Zy=z"%",(b,Zu-a,2y)z "V, b, =0sii>m).

b) A chaque période d’échantillonnage, une entrée
connue u est appliquée en méme temps au systéme
physique a identifier et au modéle proposé. On
mesure a la fin de cette période la sortie y du systéme
et on la compare avec la sortie ¢ prédite par le

modeéle dont les paramétres sont estimés en se basant
sur les mesures précédentes. Généralement un
instrument & microprocesseur  effectue  ces
estimations et les mémorise pour les exploiter a la
période suivante.

¢) En fonction de I’écart e=y—Y, un algorithme
d’adaptation des paramétres (AAP) réajuste les
valeurs des paramétres du modele pour mieux les
adapter aux signaux u et y mesurés jusqu’a
I’instant considéré. L’algorithme des moindres carrés
récursifs, qui sera détaillé au paragraphe suivant, est
le plus employé pour remplir cette tache.

6-1MOINDRES CARRES
RECURSIFS

Dans la suite nous prenons comme unité du temps la
période d'échantillonnage (T = 1). Durant une période
t,c.a.d. entret—1ett, le programme de prédiction
(basé sur le modéle) associe aux paramétres du

modele des valeurs &,(t),---,4, (t),b,(t),---,b_(t) et
estime que la sortie a ’instant t sera

y(t) =-a,(t)y(t-1)—--—a,()y(t—n)
+b, (u(t—1) +---+b_(t)u(t —m),
y(t)=0Vvt<0 et u(t)=0Vt<O.

(6-4)

Pour alléger I’écriture, on pose

Identification paramétrique

07 (t) =[4,(t),-~,4, (1), b, (1), -, b,, (1)] (6-5)

et

(PT (t) = [_y(t _1)1"'1 y(t - n)v U(t _1)1"'1 (t - m)]
(6-6)

Le vecteur colonne 6 est appelé vecteur des
parametres et le vecteur colonne ¢ est appelé
vecteur de mesure ou d'observation. Avec ces
notations, le second membre de 1’équation (6-4)
s’écrit sous la forme d’un produit scalaire :

9(t) =67 (Vp(1). (67)
En un instant t, I’écart entre la sortie mesurée y(t) du
systeme et la sortie prédite y(t) est:

(1) =y -y =yt -6T(e(t).  (6-8)

Il est évident que ¢(t) dépend du choix du vecteur
0(t), c.a.d. des valeurs associées aux paramétres du

modéle durant la période t. Le modéle (6-7)
représente correctement la dynamique du systéme a

identifier si le vecteur (t) vérifie les équations

y(i)—6(t)p(i) =0.Vtet Vi=12,---,t.  (6-9)

Ceci signifie que si les paramétres estimés a I’instant
t sont corrects, le modele ayant ces parameétres doit
produire les mémes valeurs de la réponse réelle
mesurées avant t. (6-9) est un systéme de t équations
linéaires a n + m inconnues (les paramétres). Mais, a
cause des erreurs de mesure, ce systeme devient
généralement incompatible quand t > n + m. Sa
solution étant impossible, le mieux qu’on puisse faire
consiste a déterminer & la période suivante le vecteur
des paramétres 67(t+1) qui minimise une certaine
moyenne pondérée des |&(i)| ou des £%(i). En d'autres
termes, on associe a 07(t+1) la valeur de 6 qui
minimise la fonction

3,(0) = Zoye?() = Loy [y() ~07g()  (6-10)

ol i est le poids associé au i°™ écart £(i). La valeur
de o, dépend du degré de confiance qu'on accorde a
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I'estimation a I'instant i et son choix sera discuté plus
loin. Le vecteur des paramétres éT(t+1) ainsi
obtenu sert a calculer I’estimation y(t+1) de la
sortie du systeme a I’instant t + 1.

Ji(0) est minimum au point ou son gradient
s’annule. D’ou 07 (t+1) vérifie :
T
i{ﬂ L } o
506 | 50 80. '
1 n+m (6_11)
a, sii<n
ei :{ ..
b, sii>n.

Or, pour k =1, ..., n + m, la dérivée de (6-10) par
rapport a O est :

83,(t
50,

— 23,y -00()p, () (612)

ou k(i) est la k™ composante de o(i). En écrivant les
équations (6-12) sous une forme vectorielle,

I’équation (6-11), que doit vérifier 87 (t+1),devient :
t
2 o4 [y(i) — 07o()]o(i) = 0. (6-13)

En remarquant que 0".¢(i).o(i) = ¢(i).¢'(i).0 et en
admettant que la matrice symétrique

P2(t) = Z o) 1) (6-14)
est inversible, la solution de (6-13) est
(t-+1) = P(t) T y()o(i). (6-15)

Selon cette relation, la détermination de 67 (t+1)
nécessite la mémorisation de toutes les données y(i)
etu(i) dei=0ai=tainsi que le calcul de I’inverse
de la matrice (6-14). Pour réduire le temps de calcul
ainsi que la dimension de la mémoire, il est
avantageux de transformer (6-15) en des relations
récursives liant O6(t+1) a 6(t) et P(t) a P(t—1)
profitant ainsi des résultats obtenus a I’itération

Identification paramétrique

précédente. L’équation (6-15) s’écrit :
I -1 - -
B(t+1) =P(O)| Zay0)o0) + oy 0ot |

d'ou, d'apres (6-15) et (6-14),

0(t+1) = P(t)| P1(t-1)O(1) + e,y (1) (1)
=PO{[P1(1) - 00T (V]6(1) + o y(Do(0).

Tenant compte de I’expression (6-8) de I’erreur
g(t), on obtient la relation récursive
O(t+1) = 6(t) + o, P(t)p(t)(t). (6-16)

ou la matrice P(t) doit étre déterminée aussi d’une
maniére récursive. Or, d’apres (6-14),

P (t)=P2(t-1)+o,.0(t).o7 (1)

(6-17)
= P(t)=[PL(t—1) +a,.p(t).oT ()]

Pour éliminer du second membre de (6-17) les
opérations d’inversion qui consomment un long
temps de calcul et cumulent les erreurs d'arrondi, on
applique le lemme suivant :

Lemme
(A+BCD) =A1-A1B(DA1B+C*)LDA*
(6-18)
en supposant que les matrices A et C sont
inversibles. Pour vérifier ce lemme, il suffit de
montrer que la multiplication du second membre
par l'inverse du premier est égale a la matrice
unitaire 1.

En remplagant dans (6-18) les matrices A, B, Cet D
respectivement par P7Y(t — 1), ¢(t), ax et ¢'(t) et
sachant que [¢".Po(t) + 1/ag est un scalaire,
I’équation (6-17) s’écrit :

1/ o, + T ()Pt -Do(t)

Cette équation évite d’inverser P7Y(t) a chaque
itération et montre que si P~!(t-1) estinversible,

Akram Ghorayeb

3

3



les matrices P7i(t), P7i(t + 1), ... le sont aussi.
L’algorithme des moindres carrés récursifs (MCR)
se résume donc comme suit :

(MCR)
La matrice P(t — 1) et les vecteurs o(t) et f(t) obtenus

durant 1’étape t, sont mémoriseés.

1) ATinstantt, on lit les valeurs de y(t) et de u(t).

2) Durant I’étape t + 1, c’est-a-dire entre tett + 1, on
calcule successivement :

a) (1) = 0(t) . o(t),
b) &(t) =y(® —9(1),
P(t-1)¢(t)oT (t)P(t-1)
1/ o, + @7 (t)P(t—D)o(t)
£) 6(t+1) = B(t) + o, P(t)p(t)s(t)
9) @ (t+1) =[-y(1), 0, (1), , 0 1 (1),

U(), P(nay (0, @pam-ay (D]

e)P(t)=P(t-1)—

Initialisation. L'algorithme ci-dessus n'est valable
qu’a partir d’un instant to ou les matrices

t-1
Pi(t-1)= .%O‘i(P(i)(PT(i)a t=15t +1.--,

deviennent inversibles. Par conséquent, avant de
démarrer 1’algorithme, il faut effectuer des tests de
régularité sur les matrices P7(t — 1) afin de détecter
I’instant de démarrage to. En pratique, on évite ces
tests et on démarre 1’algorithme dés la premiére
période en posant 61) = ¢(1) = 0 et en remplacant
P(1) (qui n’existe pas) par la matrice diagonale P; =
c.l ou c est un réel positif. Dans ces conditions et
tenant compte de (6-14), au lieu de (6-15), les
premieres estimations du vecteur des parametres
seront données par

A t t

O(t+1) =[P + X oo D] Z oyy(De(i)
. (6-15”)
A noter que, d'apres (6-19), la matrice entre crochets
étant inversible pour t = 1 (car égale & P1), elle
reste inversible vt > 1. D'autre part, les éléments
diagonaux des matrices oi.o(i)."(i) étant positifs,
leur somme S augmente avec t et, pour t suffisamment
grand, les éléments diagonaux de P 1= 3.1, & = 1/c,

deviennent négligeables devant ceux de S. En
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choisissant & petit (typiquement, & = 0.001 c.a.d. c =
1000) I'équation (6-15)' tend rapidement vers (6-15).

6-2 INTERPRETATIONS DU MCR
ET MISE EN (EUVRE

Afin de montrer certaines propriétés concernant le
comportement de 1’algorithme MCR, deux
interprétations différentes de cet algorithme sont
données dans cette section. La premiére interpréte
MCR par le filtre de Kalman et la deuxiéme par la
descente du gradient.

Filtre de Kalman.

Les équations détat d'un systéme linéaire
strictement propre (m < n) discret perturbé sont de la
forme :

x(t+1)=Ax(t)+Bu(t)+w(t)’ (6-20)
y(t)=Cx(t)+v(t).

ou u(t) e ®° est I'entrée du systéme et y(t) € &% est sa
sortie. Le vecteur x(t) € ® caractérise I'état interne
du systeme a l'instant t mais il est généralement
inaccessible entierement a la mesure. Les vecteurs
w(t) et v(t) sont des perturbations aléatoires qui
affectent respectivement x et y. On suppose que ces
perturbations vérifient les relations suivantes :

Ew(t)]=0, EW(t)WT(t+1)]=5(1)R,,
E[V()]=0, E[V(VT(t+1)]=8()R,,
EW (VT (t +1)] = 8(T)R,,.

R;, R, et Riz sont des matrices constantes
représentant respectivement en tout instant t les
corrélations entre les composantes de w, les
composantes de v et entre les composantes de w et
celles de v. Ces corrélations sont nulles en deux
instants différents (bruits blancs).

Connaissant I'état initial x(0), Kalman calcule
successivement l'estimation X(t+1) de x(t +1),t=

0, 1,2, ...,en mesurant I'entrée u(t) et la sortie y(t)
et en appliquant la relation

K(t+1) =AX(t)+Bu(t)+K(t)[y(t)-C(t)]. (6-21)
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Le dernier terme corrige I’estimation en fonction de
I’écart entre la valeur mesurée et la valeur estimée de
y. La matrice K(t) est obtenue par les relations
récursives suivantes :

K(t) =[AP,(t)CT +R,,][CR.()CT +R,] " (6-22)
avec

P(0)=0,

P,(t+1) =[AP,()AT +R,] (6-23)

—K(t)[CP,()AT +R}, |-

Dans ces équations, Pi(t) = E[e(t)e’(t)] est la
matrice d’autocorrélation du vecteur d'écart g(t) =
X(t) = X(t). En minimisant la moyenne quadratique
de e(t), €[l e(®) |1 = F"(t).e(t)], Kalman a démontré
que, par ce choix de K(t), £[|| e(t) |[?] = tr[P.(t)] — O
guand t tend vers l'infini.

Estimation de 0 par un filtre de Kalman.
Considérons de nouveau le systeme linéaire (6-3)
dont les parametres a, ..., an, b1, ..., bn forment le
vecteur a estimer 0. Ce systeme étant supposé
invariant, on peut écrire :
o(t+1) =06(t) = 6. (6-24)

D’autre part, comme ci-dessus, on désigne par o(t) le
vecteur de mesure défini par (6-6) et on écrit la sortie
a ’instant t sous la forme :

y(®) = (1).6(1) + Brv(t) (6-25)
ou Br.v(t) représente une perturbation provenant de
deux sources : de I’imprécision du modéle, des bruits
ou des erreurs de mesure. Nous supposerons que v(t)
est un signal aléatoire de moyenne nulle et de

variance o2 et f; est un facteur qui diminue au fur et a
mesure que I’identification du systéme se précise.

Maintenant, (6-24) et (6-25) sont des équations
d’état de la forme (6-20) avec

A=1, B=0, w(t)=0, C=¢'(t)et v(t) = Buv(t).
(6-26)

Identification paramétrique

En admettant que, pour deux instants distincts t; et t,,
les perturbations v(t1) et v(t2) ne sont pas corrélés,
on peut estimer 6 en appliquant ’algorithme de
Kelman défini par (6-21), (6-22) et (6-23). Tenant
compte de (6-26) et sachant que R1 =0, Riz=0¢et R
= B2c?, on obtient :

K(t).Iy(t)-o7 (1).0(1)],

(6-27)

)-Lo™ (t)-P.(t)-0(t) +B2.o2]
_ P.(t).o(t) (6-28)

P(t+1) =P, (t)—K(t).oT (t).P(t). (6-29)
En remplagant dans (6-27) et (6-29) K(t) par son
expression (6-28), en désignant par g(t) D’erreur
d’estimation y(t) — ¢'(t). 6 (t) et en posant

P(t)=P(t)/o? et o, =1/p2, (6-30)

on retrouve les relations récursives de 1’algorithme
MCR:

P(t+1)=P(t)- jg)f’(ﬁf){f; (t() )P(EEZ) (651
. - P(t)-o(t)e()
0(t+1)=6(t)+ 1o, +¢7 (1)P(t)o(t) (6-32)

=0(t)+ o P(t+Do(t)et).

D'aprés Kalman, I'estimation 0 (t) tend vers le vrai
vecteur des parameétres 6(t) = 6 quand t tend vers
I'infini. Par conséquent, I'algorithme MCR converge
vers le vrai vecteur des parametres d'autant plus
rapidement que la décroissance vers 0 de tr[P(t)]

= c’E[|le(t)||*] est rapide. D'autre part, la relation o
=1/ B2 montre que le facteur de pondération o a la
période t doit étre d’autant plus grand que la
prédiction ¢ (t). 6 (t) de laréponse y a cette période
est précise c.a.d. quand t croit.
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Estimation de 0 par la descente du gradient.
Rappelons que Iestimation 0(t +1) par I’algorithme
MCR est déduite en minimisant la fonction

3,(0) = 2o ly® o0 6F o,>0vi.  (6-32)

L’approximation de cette fonction par son
développement de Taylor de second ordre autour de

Iestimation 0 (t) & la période précédente est :
[0-6(1)]
a(t)

2 ~
ii] 6 6(t)]
002 8

54®=meh{%gj
(6-33)
+%m—&or[

ol

Y, = (%j est le vecteur gradient y; de J: au point
30 Ja

0 (1),

82) . .
S, =( ;j est la matrice Hessienne S, de J, au
o(t)

point 0 (t).

J,(8) est minimum quand son gradient s’annule,
c’est-a-dire, d’aprés (6-33), au point O(t+1) qui
vérifie

. 2 A
ﬁ:(ﬁj +(8th [0-0(0)]
5050 )iy L 502 i,

=y, +S,[0-6(t)]=0.

D’ou

0(t+1) = O(t) - Sy, (6-34)
en admettant que le Hessien S; est inversible. Or,
d’apreés (6-32),

\m=(%%) =23 o,[y() ¢ (YD) p()
" (6-35)

&J, B
:( 50 Jém 20,0(t)e(t)

ol g(t) désigne toujours I’écart y(t) — ¢'(t). é(t).

Identification paramétrique

Mais, comme é(t) minimise Ji1, il annule le
gradient (8J,_, /86), . et (6-35) devient :

o(t)

v =—2a,9(t)s(t). (6-36)

D’autre part, en dérivant deux fois (6-32) par
rapport a 0 et tenant compte de (6-14), on obtient :

s =[2%] 2% aem(i)ol)
02y, P

= 2P1(1).

(6-37)

Enfin, en remplagant les expressions de v et de S
dans (6-34), on trouve :

0(t+1) =6(t)+a.P(t)p(t)e(t). (6-38)
La comparaison de (6-38) avec (6-16) montre que
0(t+1)=6(t+1) c.ad. la descente du gradient
conduit au méme résultat que le MCR. D’autre part,
d’aprés (6-34), on obtient A(t+1) & partir de 8(t)
en ajoutant a ce dernier le vecteur -Sity,.
Rappelons que 1’opposé —y¢ du gradient au point
0(t) a ladirection de la plus forte pente vers

les valeurs inférieures de Ji(convergence rapide de
¢ vers 0). Mais, comme cette direction ne mene pas
généralement vers le minimum de J;, elle est ajustée
par la transformation S; (fig. 6-2).

(1)

Fig. 6-2 Descente du gradient

Ainsi, quand t croit, le point minimum é(t+1)
de la fonction J(6) (ou de J (8)) décrit une

trajectoire qui tend vers le vrai vecteur 0 des
paramétres comme nous 1’avons démontré ci-dessus.
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Choix des facteurs de pondération a.
Généralement le choix du facteur de pondération ai,
i=1,2, ... delafonction a minimiser,

t t
3,(0) = X oz (i) = X o [y(i) — 070 ()2,
est d’autant plus grand que la valeur de &2(i) est
fiable. Quand le systeme est invariant, il est rationnel
d’associer a toutes les périodes le méme facteur de
pondération o = 1. Cependant, comme durant les
premieres périodes la matrice P(t) est encore affectée
par la matrice d'initialisation arbitraire P, = c.l et que
I’estimation © est encore loin du vrai vecteur 9, il est
judicieux d’accorder moins d’importance aux £2(i)

relatives a ces périodes. Ceci peut se faire en
associant a la période i le facteur de pondération

o, =1-Ai(l-0a,). (6-40)
Typiquement, on choisit A et ag entre 0.9 et 1 d’ou,
au départ, o < 1 mais a partir d’une certaine période
tous les o, auront presque la méme valeur 1. La
constante A est appelée facteur d'oubli.

Choix du signal d'entrée. Soit

s™+bsmi+---+b S+Db,
s +as"t4eeta, S+a,

G(s)=K n=m,

la fonction de transfert d’un systéme comportant
n+m+1 parameétres, ai,...,an, bi,....bm et K a
déterminer. La réponse stationnaire de ce systéme a
une entrée ayant p harmoniques,

p
u(t)=u, + Lu;sin(ot), t=0,
a pour expression (voir section 5-3)

V() = K22, + |G (jo) |y sinfort+ ()]

n

ou ¢(wi) est ’argument de G(j.wi). Imaginons des
filtres qui isolent les harmoniques de la sortie y(t)
I’un de I’autre au lieu d’étre superposés. On obtient
a la sortie de ces filtres un signal constant y, et des
signaux sinusoidaux yi(t), i =1, 2, ..., p, Vérifiant les
2.p + 1 équations suivantes :

Identification paramétrique

bm
Yo = a_um

n

1Y (O H G(o)u; |, argly; (0] = e(w), 121,

dont les inconnues sont les n + m + 1 parametres de
G(s). Par conséquent, pour estimer ces parameétres
d'une maniere suffisamment, précise I’entrée u(t)
doit comporter, en plus de la constante uo, un nombre
d’harmoniques p au moins égal a (n + m)/2. Plus p
est grand plus I’estimation des parametres sera
meilleure et on dit que u(t) doit étre “riche en
fréquences”. Le signal le plus riche en fréquences est
le bruit blanc car, son spectre étant constante sur (—oo,
+00), il contient toutes les fréguences. Mais, comme
le bruit blanc n’est qu’un signal théorique impossible
a le réaliser, on le remplace en pratique par une
approximation dont le spectre est constant sur une
large bande de fréquences (band-limited white
noise).

6-3 SIMULATION PAR MATLAB

Le toolbox Simulink est muni d’un bloc appelé « S-
function » dans lequel on peut incérer un M-file dont
la structure est décrite dans le « help » de Matlab. Ce
M-file détermine la relation entre les entrées de ce
bloc et ses sorties. En général, cette relation n’est
pas une simple expression mathématique mais elle se
définie par un programme. Voici, a titre d’exemple,
un programme nommeé “mecri” associé a un bloc « S-
function » pour simuler 1’algorithme MCR.

function [sys,x0,str,ts]
= mcri(t,x,v,flag,n,m,lamda,dt)

% MCRI est une fonction-S pour estimer les
paramétres d'un systéme linaire invariant non
perturbé

% Les arguments t, x, v et flag sont introduits
automatiquement par simulink & chaque itération.

% t = instant du simulateur.

% v = [u(t), y(t)]' = entrée et sortie a l'instant t.

% x = [theta ; P(:) ; phi ; alpha] = vecteur colonne
appelé état, constitué a I'instant t des estimations des
parameétres, des éléments de la matrice P, du vecteur
d’observation phi et de la pondération alpha.

% flag = code qui indique ce que la fonction doit
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associer a sys.
% Les autres arguments de la fonction mcri sont :
% n et m = respectivement les degrés du
dénominateur et du numérateur.
% lamda = le facteur d'oubli
% dt = la période d'échantillonnage.
% Voir SFUNTMPL pour la signification des
valeurs de flag.
Le programme mcri est le suivant.

r=n+m;

if flag ==
% La fonction mcri associe a sys le nouvel état
% X(t+1).
theta=x(1:r);
P = zeros(r, 1);
PC)=x(r+1:r+r"2);
phi=x(r + r\2 + 1 : 2*r + r2);
alpha = x(2*r + r*2 + 1);
u=v(1);y=v();
epsilon =y - theta*phi;
den = (1/alpha) + phi*P*phi;
nvP = P - (P*phi*phi*P)/den;
nvtheta = theta + alpha*nvP*phi*epsilon;
nvphi = [-y; phi(1 : n-1)]; u; phi(n+1:r1)];
nvalpha = 1 - lamda*(1 - alpha);
sys = [nvtheta; nvP(:); nvphi; nvalpha];

elseif flag ==
% sys = les dimensions et les conditions initiales.

% Dimensions et mode de programmation.
sys(1) = 0;

% Pas d'états continus.
Sys(2) = 2*r+(r"2)+1;

% Dimension de X.
sys(3) = r+1;

% Dimension de la sortie: theta + trace.
sys(4)= 2;

% Dimension de I'entrée v = [u, y].
sys(5) = 0;

% Pas de racines a déterminer.
sys(6) = 0;

% L'entrée ne sera pas lue durant flag 3.
sys(7) = 1;

% Période d’échantillonnage constante.

%lInitialisation
P = 1000*eye(r);

Identification paramétrique

X0 = [zeros(r,1); P(:); zeros(r,1); 0.98];
str=1];

% c'est toujours vide.
ts = [dt O];

% dt = période T ; pas de décalage (= 0).

elseif flag ==
% définition de la sortie.
P = zeros(r, 1);
P(:) = x(r+1 : r+(r"2));
tr = trace(P);
sys = [x(L:r);tr];
% c.a.d. theta et la trace de P.

else

sys = [J;

% les autres flags n'ont pas de role ici.
end

Pour enrichir en fréquences le signal agissant sur le
systeme a identifier on lui ajoute un bruit blanc dont
la période d’échantillonnage est d'environ 0.01 fois
la constante de temps du systéme. Sans trop affecter
le fonctionnement du systéme, la puissance de ce
bruit doit étre suffisante pour que son effet soit
détectable a la sortie. Admettons que la
transmittance inconnue du systéme a identifier est
G(2)= 0.2553z —0.06266

72 —1.414z +0.6065

Entr | To Workspace2
Band-Limited

White Noise T

>

il

C\ | 0.255320.06266

—
-+ 22-1.4142+0.6065

Discrete b,

Transfer Fcn
S-Function|  meri
E \ }SineWave ]

Y

Y

trace | To Workspace

Param |To Workspacel

Y ¥ ¥ ¥

h

Fig. 6-3 Le simulateur MCR
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En ajoutant le bruit blanc au signal d’action u
(supposé ici sinusoidal), et en introduisant I’entrée

Entrée

100

50 [

o 0.5 1 1.5 2
t (sec)

résultante et la sortie du systéme a identifier au bloc
S-function muni de I’algorithme «mcri» ci-dessus
(fig. 6-3), on obtient les résultats suivants :

Cette entrée est la somme d’une fonction sinusoidale
et d’un bruit blanc.

Parameétres
T

al

0.5

b1

L
0
R
05

al

Trace(P)
4000 T

3500

3000 [

2500 [

2000 [

1500

1000

500

0 . .
0 0.5 1 1.5 2

Les valeurs des parametres a la fin de la simulation
(qu’on peut lire a 1’aide du curseur sur la fenétre

Identification paramétrique

graphique) sont presque égales aux vrais parametres
du systéme :
a, =—1.4140, a,=0.6065,

b, =0.2553, b, =-0.0627

et la valeur finale de la trace qui mesure la moyenne
quadratique de I’erreur n'est que 0.0049.

Identification des systémes perturbés.
L’algorithme d’identification par moindres carrés
récursifs (MCR) sert a identifier des systemes
déterministes dont la perturbation a sa sortie peut étre
considéré négligeable. Or, dans la plupart des cas
pratiques, ces systtmes sont soumis a des
perturbations aléatoires (variation de la tension
d’alimentation, de la charge, des conditions
ambiantes, des erreurs de mesure, ...). Pour tenir
compte de cette réalité, au lieu de y(t)=oT(t)6,
nous considérons dans ce qui suit des systémes dont
le modeéle est de la forme

y(t) =T ()6 +v(t) (6-41)
ou v(t) est une variable aléatoire de moyenne nulle
représentant 1’effet de 1’ensemble des perturbations
sur la sortie du systeme. Comme ci- dessus, 0 et ¢(t)
désignent respectivement le vecteur des parameétres
et le vecteur des observations. Rappelons que si la
transmittance du systéme est écrite sous la forme

G(s):gz b,z t+---+b,zm ’
Zu l4+azt+---+a,z"

les vecteurs 0 et o(t), t =1, 2, ..., sont définis par
0T =(a,,...,a,,b,...,b,,),

o7 (t)=[-y(t-1),...,—y(t—n),u(t-1),...,u(t —m)].

Rappelons aussi que [’algorithme des moindres
carrés récursifs (MCR) découle de I’estimation a la
période (t + 1) du vecteur 0 des paramétres par
application des relations (6-14) et (6-15) : :

0(t+1) =POY .y (i)p(i), (6-42)
PA() =Y ap(i)o" (i) (6-43)

Akram Ghorayeb

9

9



Cette estimation est la meilleure selon le critére des
moindres carrés qui consiste a minimiser la fonction

3,0)= Zoye? (i) = Za[y() - 0o())  (6-44)

Nous savons de la section précédente que si le
systéeme a identifier est déterministe (v(t) = 0 V t),
I’estimation  (6-42) converge, en moyenne
quadratique, vers le vrai vecteur 0 des paramétres
quand t tend vers I’infini. Voyons si c’est le cas en
présence des perturbations. En remplagant la nouvelle
expression (6-41) de y(t) dans la relation (6-42), on
obtient :

Ot +1 =P o [o7 (0 + v(illo(D),

- P(t)iai@(i).w)mP(t)iaiva)(p(i).
P-1(t)

(car o7 (1)0o(i) = @(i)¢T (1)0).
= 0(t+)=0+ P(t)iaiv(i)cp(i)

i=1

ou O(t+1) =6+[tP(t)]EZ[:ociv(i)(p(i)}. (6-45)

Or, en établissant I’algorithme MCR, nous avons vu
gue lamatrice P(t) (ou [t.P(t)]) est inversible pour tout
t et, en modélisant la perturbation aléatoire, nous
avons montré au chapitre 5 précédent qu’elle
constitue un processus ergodique. Par conséquent,
d’aprés (6-45), I’estimation é(t+1) ne tendra vers le
vrai vecteur des paramétres 6 que si

ggrgEiaiv(i)cp(n}if[aiv(t)cp(t)]=o. (6-46)

Cette condition signifie qu’en tout instant t, la
perturbation v(t) ne doit pas se corréler avec le
vecteur ¢(t). Or, la k™ composante —y(t-k), k = 1,
..., n, de @(t) est corrélé avec v(t—K), v(t—k-1), ...
d’ou o@(t) est en corrélation avec v(t-1), v(t-2), ....
Comme en pratique la perturbation v(t) a 1’instant t
est souvent corrélée avec les perturbations
précédentes v(t—Kk), k =1, 2, ..., elle I’est aussi avec
¢(t). Par conséquent, en présence des perturbations,

Identification paramétrique

I’estimation de 6 par I’algorithme MCR comporte
genéralement un biais (une erreur) sauf si v(t) est un
bruit blanc comme dans le cas du modéle ARX
défini par A(g)y(t) = B(gH)u(t) + e(t).

Dans ce qui suit, nous décrirons les principales
méthodes qui permettent de modifier 1’algorithme
MCR afin d’¢éliminer le biais d’estimation. Ces
méthodes peuvent se classer en deux catégories :

a) Par blanchiment de la perturbation.
b) Par décorrélation entre la perturbation et le
vecteur des mesures.

Dans la premiere catégorie, on transforme le modéle
(6-41) de sorte que la perturbation soit un bruit blanc
e(t) et dans la deuxiéme catégorie, on transforme le
modele de sorte que la perturbation et le vecteur des
mesures soient non corrélés.

6-4 METHODE DE PREDICTION
RECURSIVE DE L’ERREUR
(RPEM))

C'est une méthode par blanchiment de la perturbation
v(t). Elle consiste a transformer le modéle (6-41)
sous la forme :

y(t) = of (1) .61+ e(t) (6-47)

ou e(t) est un bruit blanc, 61 et @1(t) sont des vecteurs
modifiés des parametres et des observations.

e(t) l
Fig. 6-4 Modéle ARMAX C(zH
d'un systeme perturbé AZY

u [B@) b“)L y()
1Ay |+

Nous avons vu au chapitre 5 précédent qu’un
systeme perturbé peut se ramener a un processus
ARMAX comme la montre la figure 6-4 ou e(t) est
un bruit blanc et
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A(gt)=1+a,0'+---+a,q™",
B(q—l ) — blq—l 4ot bmq—m,
C(@*)=1+cgt+--+c,qr.

On rappelle que les racines des polynémes A et C
sont intérieures au cercle unité et la figure 6-4 est une
représentation de I'équation

A(gt).y(t)=B(g*).u(t)+C(a2)e(t).
La forme détaillée de cette relation est

y(t)=—a,.y(t-1)—--—a,y(t-n)
+bu(t-1)+---+b,,.ut—m) (6-48)
+ce(t-1)+---+c e(t—p)+e(t).

En posant maintenant

(pil’ (t) = [_y(t _1)1' "1_y(t - I’l),
u(t—2),---,u(t—m), (6-49)

e(t-1),---,e(t—p)]

et

b b

or = [a,,---,a ¢, €], (6-50)

n? 11 T m?
I’équation (6-48) prend la forme (6-47). A noter que
le nombre des parametres a estimer est devenu

n+m+p au lieu de n+m dans 1’algorithme MCR.

Malheureusement, le vecteur ¢i(t) ne peut étre utilisé
tel qu’il est défini par (6-49) puisque ses
composantes e(t-1),..., e(t—p) ne sont pas
mesurables. Mais, d’apres (6-48), on remédie a cette
difficulté en estimant e(t) par

&, () =y() +&,()y(t-1) +---+4a, (t)y(t—n)
—b,(tu(t-1) —---—b,_ (t)u(t —m)
=€, (t)e, (t-2) —--- =€, (t)e,(t—p)

ot les & (t),b, (1), () sont les estimations des
parameétres du “procédé + perturbations” a I’instant t
considéré. Pour alléger 1’expression de ei(t), on
pose :

67 (t)=[4, ,---.4 61"”’6m161"”’ép](t) (6-51)

n?
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et
v (t) =[-y(t-1),---,-y(t—n)
u(t-1),---,u(t—m), (6-52)
g(t-1),--,e(t—p)]
d’ou

e, (1) =y(t) -y (1).0,(1). (6-53)

En remplacant dans (6-48) les e(t — i) par g(t — i), i
=1, ..., p, on obtient le modéle approximatif :

y(1) =y (1).6,(t) +e(t). (6-54)

Comme le bruit blanc e(t) est indépendant de tout ce
qui se passe avant I’instant t, il n’est pas corrélé
avec y(t) défini par (6-51) et la condition (6-46) qui
devient E[ae(t)y(t)] =0 est maintenant satisfaite.

La méthode de la prédiction récursive de l'erreur
(RPEM) consiste a appliquer I’algorithme MCR au
modele approximatif (6-54), c’est-a-dire a procéder
de la maniére suivante :

(RPEM)
La matrice P(t — 1) et les vecteurs wy(t) et él (®,
obtenus durant 1’étape t, sont stockés dans la
mémoire.
1) AT’instant t, on lit les valeurs de y(t) et de u(t).
2) Durant I’étape t+1, c’est-a-dire entre t et t+1, on
calcule successivement :
a) y()=w"(1).0,(t)
b) &, (1) = y(t) - (1)
— T —

0 P(t):P(t—l)—P(t Dy ()T (t).P(t—1)

1/ o, +yT (£).P(t = )y(t)
d) 8,(t+1)=6,(t) +a P()y(t)e, ()
e) yi(t+1) = yi-y(t) Vi sauf
Ya(t+1) = y(1), Wy (t+1) = (), Yo (t+l) = e(t).

Mais, I’approximation (6-54), qui remplace la vraie
équation (6-48) du modéle, n’est-elle pas une cause
pour produire de nouveau un biais d’estimation ?
Pour répondre & cette question, remplagons dans (6-
42) et (6-43) de I’algorithme MCR o(i) par (i) afin
d’obtenir les expressions de 1’estimation de 6; par
I'algorithme RPEM :
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Q0+D=H0iﬁmﬁﬁw0, (6-55)
P-1(t) =Zt:oci\|/(i).\yT(i). (6-56)

Comme il est supposé que le modeéle (6-47)
représente correctement le systéme perturbé,
I’équation (6-55) s’écrit :

0,(t+D =P o7 ()0, + D)

En retranchant y'(i) de ¢: (i) et en lui ajoutant (i),
tenant compte de (6-56) et sachant que

wT(1)0,w (i) =w(i)yT(i)6,, on obtient

0,(t+1)=6,

+ P(t)iaiw(i)[@?(i) ~yT(1)]6, (6-57)
+ P(t)ioci\y(i)e(i).

Le troisieme terme du second membre de (6-57)
s'annule presque srement quand t — oo car le bruit
blanc e(i) est non corrélé avec wy(i).

D'autre part,

[o7 () " ()16, = % c,[e(i—k) —e, i ~K)]
=[C(q) ~1][eli —k) —&,( —K)].

D’apres le théoréme du petit gain, qui sera démontré
dans la partie IV section 3-5, si

IC(e°) - 1| < 1 Vo (6-58)

c.a.d. si la courbe C(el®) — 1,

dite courbe de Nyquist de C(z) 1
= C(z) — 1 reste a l'intérieur du

cercle unité quand o varie de 0

a l'infini, le deuxmm/e terme,) Qe ce’ -1

(6-57) tend vers zéro. D’ou,

sous la condition (6-58), é(t+1)—>91 mais cette

condition n'étant pas nécessaire, la convergence sans
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biais du RPEM vers 6, peut se réaliser sans que (6-
58) soit satisfaite.

6-5 METHODE DU MAXIMUM
DE VRAISEMBLANCE (ML)

Contrairement a I'algorithme RPEM, la convergence
vers 0; par laméthode du maximum de vraisemblance
est assurée sans condition. Considérons de nouveau
I’équation liant y(t) a u(t) ete(t) :

A(Q2).y(t)=B(g2).u(t)+C(a1)e(t). (6-59)

En posant
A'(@t)=A(Q?)-1=a,.gt+---+a,g", (6-60)
C'(@t)=C(g?)-1=c.gt+--+cC,qP, (6-61)
1’équation (6-59) devient
y(t)= (6-62)
—A"(g1).y(t)+B(g2).u(t)+C(gr)e(t)+e(t)
qui s'écrit
y(t)=2(t) +e(t) (6-63

avec

2(t)= (6-64)

—A*(g).y(t)+ B(@1).u(t)+C (qt)e(t).

z(t) n’est autre que @J (t).0, de I’équation (6-47).
Pour déterminer son expression, remplagons dans
I'équation précédente e(t) par y(t) — z(t) et arrangeons
les termes, on obtient :

O (t) O
ey Y Ut ey Y
AM)C(Q M)ql)cm)qw)

On estime donc y(t) par

§(t) =, (1)0, (1) = 2(t) (6-66)
. y® . u(t) y(t)

= 1 1 1
A(‘”C( B g (q)c( 5

En retranchant [C*(q)/C(q)]y(t) des deux

membres de I'équation précédente et en désignant par
g(t) ’erreur de prédiction [y(t) — y(t)], on obtient :
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¥e (1) = (6-67)
=—A @)y, (1) + B@).u, (8) + C(a1). (1).

ol xeft) = x(®/E(q 1) est Ie filtrage d'un signal x(t
par 1/C(q_1). En d'autres termes,

X (1) =X(t) €% (t-1)—--—C, X (t—p). (6-68)

Ainsi, tenant compte de (6-62), I'équation (6-67)
peut s'écrire sous la forme

¥ (D=7 (1).6,(t) (6-69)
avec
of (1) = [y, (t=1),... =y (t—n),
us (t=1),...,us (t—m),
g (t-1),....g (t—p)].

On retrouve donc la méme forme d’estimation que le
RPEM a part que les signaux u et y sont maintenant
filtrés par 1/C(q%) et que les composantes et — i)
de of(t) ne sont plus des approximations comme
c’était le cas des composantes €i1(t — i) de y(t). En
appliquant la méthode RPEM aux signaux Uy, s et &,
on obtient [D’algorithme du maximum de
vraisemblance récursif. Cet algorithme a I’avantage
de converger vers le vrai vecteur des parameétres 0;
sans étre soumis a la condition (6-58). Néanmoins, si
les poles de 1/C(z) ne sont pas & Iintérieur du
cercle unité a chaque période, les signaux ys, Us et &
risquent de diverger. Pour remédier a cette
difficulté, on prend la précaution de remplacer

C(g) =1+6,(t).gt +--+E,(t).g
par

C.(a)

=1+y()C, (1).q +---+y?P ()¢, ()P
ou

(6-70)

y(t)z (L-v5), 0.5<y,<0.99.

Comme y(t) < 1 mais tend vers 1 quand t — oo, son
role consiste & rapprocher les zéros de C(zt) de
I’origine durant les premieres périodes afin que
1/65(2*1) soit stable quand il est encore loin de
1/C(z?) (fig. 6-5). Pour les grandes valeurs de t le
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probleme de stabilité ne se pose plus puisque, les
¢,(t) devenant voisins des ci(t), 1/C,(zt) sera
voisin de 1/C(z-1) qui est par construction stable.

Fig. 6-5 Contraction des poles

Au lieu de (6-68), la contraction des racines de
C(z-!) nous conduit & définir le filtrage d'un signal
X(t) (y, u et ) par

X (1) = x(t)
—v(®x; (t=1)+---+y°(t)C, X, (t—p)].

En définitive, la méthode du maximum de
vraisemblance se résume comme suit :

(ML)
La matrice P(t-1), les vecteurs o(t), éf (t) et le
scalaire y(t—1) obtenus durant I’étape t, sont stockés

dans la mémoire.

1) AVlinstantt, on lit les valeurs de y(t) et de u(t).
2) Durant I’étape t+1, c’est-a-dire entre t et t+1, on
calcule successivement :

a) 7(t)=vov(t-)+@-7,), (v(0)=0),

b) y; (t) = y(t)
~[Y(OCY; (t=D) +---+yP (D, y, (t—P)],

©) u () =u(t)
~[Y(O)&U; (t=1) +-- -+ ()€, U (t—p)],

d) 9, (t)= 97 (1).6,(1),

e) g (t) =y (t) - ¥, (1),

fyP) =p(t—1) - PE=De Oef OPE-1)

1/ o, +¢f (t).P(t—1).0; (t)
9) 6,(t+1)=0,(t) + o, P(1) g ()5 (1),

h) ox; (t +1) = Qg (t) Vi sauf
(Pfl(t +1) = yf (t)’q)f(m-l) (t +1) = uf (t)’(pf(n+m+1) (t +1) = 8f (t)
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Comme nous I’avons fait pour le MCR, nous
pouvons introduire I'algorithme précédent dans un
bloc S-function et simuler son fonctionnement par
Simulink (fig. 6-6).

Cet algorithme est appliqué a un systeme de
transmittance

0z-1+0.2553z2 -0.06266z-3
1-1.414z-* +0.6065z-2

G(z)=

dont la sortie est perturbée par la réponse a un bruit
blanc de la fonction de transfert

G (z)— 1-0.312z1 +0.46z2
b 1-1.414z-1 +0.6065z2

T: ‘Workspace
ETG ‘Workspacel

Ty,

Band Limited
White Noise

ES_ Function

02553220 0626622
1-1. 44z b0 BOBSZ 2

systeme a identifier

Sine Wave

Band-Limited 1-0.312z k04622 |modele dela
White Noiset 1-1.414z o aoasz 2 [PErLIEstion

@ ¥

Fig. 6-6 Simulateur de I'algorithme ML

Les paramétres de G et G, sont supposés inconnus
et les figures suivantes montrent leur estimation
récursive par l'algorithme ML.

Estimation des Parameétres

a2

o e

-0.5

al

0 200 400 600 800 1000
Time (seconds)
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1074 Trace de P(t)

o w o s ;o
— T

o v o= 0 N
— T

o 200 400 600 BOO 1000
Time (seconds)

Matlab fournit les estimations des paramétres
suivants obtenus aprés 1000 secondes :
a1 =-1.4148, a, = 0.6114,
b1 =0.0024, b, = 0.2459, b3 = -0.0513
c1=-0.3187, ¢, = 0.4531.

La trace de P(t) qui mesure la moyenne de I'erreur
quadratique est presque nulle.

Pour faciliter notre tache, le «Toolbox
Identification» de Matlab contient différents
algorithmes d'identification pour différents modéles.
Taper «iddemo» ou lire I’aide relative a cette boite a
outils pour connaitre les syntaxes de ces algorithmes
et apprendre a les utiliser.

Le PREM de Matlab est applicable au modele le plus
général,

A@Y() =%(_‘j;)u(t> +%e(t)

et a ses cas particuliers :

BOX-JENKENS : A(q 1Y) =1 (d°A =0),
ARMAX: D(q ) =F(q ) =L,

ARX: D(q ") =F(q ) =C(q ) =1,

OE: D@ ) =F(@ ) =1C(a ) =A@Q"
(OE : ouput error).

Donnons des exemples.

Exemple 6-1
Soit Gy 2y __2z1+052

Zu 1-1.2z-1+0.622
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la transmittance du systéme & identifier dont la sortie
y est perturbée par la réponse de la fonction de
transfert

G (z) _ 1-z1+0.4z
b 1-1.2z-1+0.622

au signal e(t) = wgn(100,1,1) constitué d'une
colonne de 100 valeurs d'un bruit blanc gaussien de
puissance % = 1.

Par l'algorithme RPEM appliqué a un échantillon de
100 mesures expérimentales de I'entrée u et de la
sortie y, on estime les paramétres de G et Gy
supposés inconnus. Dans cet exemple, faute de
données expérimentales, on effectue une simulation
de la réponse y a une suite d'impulsions égales aux
signes de valeurs aléatoires ayant une distribution
normale : u = sign(randn(100,1).

Simulation

>>A=[1-120.6];B=[020.5]; C=[1-10.4];

>> u = sign(randn(100,1)); e = wgn(100,1,1);

>> th0 = idpoly(A,B,C);

>>y = sim(th0,[u,e]);

>> 7 = iddata(y,u);

>> plot(z)
Input—Ouyt1put Data

10|
o |
-10 .

uil

Amplitude

20 40 60 80 100
Time {seconds)

Pour représenter la convergence de I'estimation 6
vers le vecteur des parametres 6, on commence par
obtenir les estimations de 0,y, P, pety a l'instant

t = 1 pour déduire récursivement ensuite ces
estimations aux instantst = 2, 3, ...

Dans les instructions suivantes, les composantes du
vecteur [2 2 2 0 0 1] sont respectivement les degrés
des polynémes A, B, C, D, F et du retard d. D'autre

Identification paramétrique 15

part, I'écriture «'ff',0.98» signifie que le facteur
d'oubli est A = 0.98. La derniere ligne représente les
droites horizontales dont les ordonnées sont les vrais
paramétres. Elles sont introduites pour montrer la
convergence des estimations vers ces parametres

Estimation récursive

>> [th,yp,p,phi,psi] ...

=rpem(z(1,:),[2 2 2 0 0 1],'ff",0.98);

>> for k = 2:100

[th,yp,p,phi,psi] ...

=rpem(z(k,:),[2 2 2 0 0 1], 'ff,0.98,th",p,phi,psi);
>> plot(k,th,".")

>> hold on

>> end

>> plot(ones(100,1)*[A(2:3) B(2:3) C(2:3)])

On obtient le méme résultat par Ialgorithme
RARMAX au lieu de RPEM mais dans ce cas les
degrés des polynébmes n, m, p et le retard d se
définissent par [222 1] au lieude [222 00 1].

25 . - - . - . . - _ I

" " a " i " n 2 N
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

En employant les fonctions « pem » ou « armax »
(sans la premiére lettre r) Matlab fournit directement
le modéle sans passer par une représentation
graphique.

>> marmx = armax(z,[2 2 2 1])

marmx =
Discrete-time ARMAX model:
A2)y() = B(z)u(t) + C(2)e(t)
A(z) =1-1.165 z"-1 + 0.5832 z"-2
B(z) =1.952z"-1 + 0.6293 z"-2
C(z)=1-1.226 z"-1 + 0.7169 z"-2
FPE: 1.15 (final prediction error).
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Pour s’assurer du mode¢le obtenu, on peut appliquer
de nouvelles entrées u et e au systéme réel et au
modele et comparer leurs réponses.

>> ut = sign(randn(50,1)); et = 0.4*randn(50,1);
>> yt = sim(thO,[ut,et]);

>> zt = iddata(yt,ut);

>> compare(zt,marmx,’r*’)

Time Response Comparison
(=} v v =

+ = ¢
** x
e ¥ 4 ¥ # r
¥ .
#* ¥
< |
s »F * o
£= : T
<C N ¥
- -
+ 3 *
¥ *
+ + *
* =
+
¥ #
e .
#* Hope

Time (seconds)

Matlab indique que les réponses du systeme réel et
du modéle marmx aux nouvelles entrées u; et e
coincident en 87.57 % des points.
Voyons si un modéle ARX, représente aussi bien le
systeme.
>> marx = arx(z,[2 2 1])
marx =
Discrete-time ARX model:

A2)y(t) = B(z)u(t) + e(t)

A(z) =1-0.9466 z*-1 + 0.3911 z/-2

B(z) = 1.919 z/-1 + 1.259 z/-2

FPE: 2.26

>> compare(zt, marx,’r*’)

L Time Response Comparison
3 *
n -
*
-+
I
ey ¥ A #* * *
s * # M
#* - e 5

S o

2 < ¥ * e

B b

*
<< SV
2 & -
- *
'8 * + -
3¢ “+
-
- +
*
+ ot

Time (seconds)
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6-6 METHODE DE LA VARIABLE
INSTRUMENTALE (1V)

Cette méthode consiste a remplacer le vecteur
d'observation ¢ par un autre y non corrélé avec la
perturbation v c.a.d.

E[oy (t).v(t)]=0.
Elle ne modélise pas la perturbation mais seulement
la fonction de transfert. Il s’agit donc d’estimer les
paramétres du modele :

y(t)=-ay(t-1)—-—ay(t-n)
+bou(t)+bu(t—=1)+--+b u(t—m)
+V(t)
=0T.o(t)+v(t)
ou v(t) n’est pas nécessairement blanc.

Comme pour l'algorithme MCR, on estime le
vecteur des parametres a l'instant t+1 en minimisant
la fonction

t
3= 2o [y(i) - 0m.p()]:
c.a.d. en résolvant I'équation

% =23 0, [y (i) ~ 07 (0]

3[0T.(i)]
80

Le terme S[0".(i)]/ 50 qui n'est autre que

@() =[-y(i-1),--,~y(i-n),u(i), ---,u(i —m)r.
sera remplacé dans la méthode de la variable
instrumentale par

Y(O)=[=ym (=1, =yy (i —n),u(i-1),--,u@i—m)]".

ou ywm est la réponse d’un modéle ayant la méme
entrée u que le systéme réel. La sortie ym de ce
modele, électronique ou numérique, n'est pas
affectée par la perturbation v (fig. 6-7).

\
u
e by
oo} i

Fig. 6-7 Représentation de y et ym
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Avec cette substitution, on estime 0 a l'instant t + 1
en résolvant

% 0, [y(0) — 07 o) w (i) =0.

Cette estimation de 0 n'est valable que si y est
voisin de ¢ c.a.d. que si ywm est voisin de y. Sous
cette condition, la solution de 1’équation précédente
est

t

B+ =| Za, w00 | Eayiuo

| Eov@em) | Eo oo +vlv()
~0-1] 2o v () Eiilatv(i)]w(i)}

Comme la sortie du modéle yw est indépendante de
v, il en est de méme de y etona:

=3 o v () = o V(O (D] =0

t -1
d’ou, en posant P(t) = [;l(xt p(i).eT (I)}

0(t+1) > 0 si la matrice [t.P(t)] reste finie.

Par les mémes arrangements algébriques que pour
l'algorithrme MCR, on arrive aux relations
récursives suivantes :

B(t+1) = B(t) + o, P(t).p(t).£(t),
avec &(t) = y(t) - o7 (t)0(t)
o, +o(t).P(t—1).y(t)
=P(t-1)-A,
A= PE-Dy(t)o().P(t-1) 6.73)
1/ o, +o(t).P(t—1).y(t)

Or, I'équation du modéle est

Identification paramétriqgue 17

Ym (t) :_élyM (t_l)_"'_é-n Ywm (t_n)
+ Bou(t)+ Blu(t—1)+---+ Bmu(t—m)
=07 (t).w(t).

Durant les premiéres périodes ot 6(t) est encore

loin du vrai vecteur des paramétres 0, le modele
produit des valeurs pour ym qui ne sont pas voisins
des valeurs de y d’ou v ne sera pas voisin de o.
Dans ce cas, la trace de la matrice A définie en (6-
73) peut étre négative d'ou tr[P(t)] qui mesure
I'erreur d'estimation ¢ peut croitre, sa convergence
Vers z€ro ne sera pas garantie et 1’algorithme pourra
produire un biais ou méme diverger. Pour remédier
a cette difficulté, on commence par une étape
d’initialisation en appliquant I’algorithme MCR sur
un nombre N de périodes c.a.d. en supposant que
durant ces périodes I’erreur due a la perturbation est
négligeable devant I’erreur d’estimation. On prend
généralement N = 8.(na + ng), soit 8 fois le nombre
des parametres a estimer. Au bout de ces périodes,

le vecteur O(t) devient assez voisin de 0 et presque

indépendant des perturbations ce qui permet de
passer aux relations (6-71) et (6-72). L’algorithme
de la variable instrumentale 1V se résume donc
comme suit.

(v)
La matrice P(t — 1) et les vecteurs ¢(t), y(t) et o(t)

obtenus durant [’étape t, sont stockés dans la
mémaoire

1) A I’instant t, on lit les valeurs de y(t) et de u(t).

2) Durant I’étape t + 1, c’est-a-dire entre tet t + 1,
on calcule successivement :

8 §(0)=07(1) 00,

) v, (0= () (1),

c) &(t) =y(t)-y(v),

d) P(t) = P(t—1) P(t—2).y(t).o7 (t).P(t-1)
1/ o, +o(t).P(t —1).y(t)

e) O(t +1) = 6(t) + o, .P(t).y(t).&(t),

£) o7 (t+1) =[-y (1), @ (1), ¢y (1),

_ U(t), (0 (057 @4 mgy (D]
g)Sit < N, wy(t)=o(t).
Sit > N,
Wy (t+1)= [_yM (1), \Ul(t)v Wiy (1),
U)Wy (8 W omgy (D]
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L'implantation de cet algorithme dans un bloc S-
function de Simulink est semblable a celle du MCR.
La fonction «iv4» de Matlab applique une variante
de cet algorithme

Exemple 6-2

On effectue 200 mesures de I'entrée u et de la sortie
y d'un systeme mo = A/B perturbé par v = (C/A)e.
Les 100 premiéres mesures ze sont employées pour
identifier le systeme mo par un modele miv et, afin
de valider ce modele, les 100 derniéres mesures zy, =
(uv, yv) sont employées pour comparer yy a la réponse
de miv a uy

>>A=[1-1.20.6];B=[020.5];C=[1-10.4];
>>m0 = idpoly(A,B,C);
>> u = sign(randn(200,1)); e = 0.1*randn(200,1);
>>y =sim(mO0,[u,e]);
>> z = iddata(y,u);

>> ze = 2(1:100); zv = z(101:200);

>>miv = ivé4(ze,[2 2 1])

miv =
Discrete-time ARX model :
A(2)y(t) =B(2)u(t) +e(t)
A(z) =1-1.204 z*-1 + 0.6037 z"-2
B(z) = 2.011 z~-1 + 0.4793 z"-2
FPE: 0.02676

>> compare(zv,miv,'r*')

L( Time Response Comparison
Cc 15 T T T T T T T T
Validation data: zv
*  miv
P
10 F
¥ ¥
* \ ¥ ¥
*
* *
[ 5 ¥ o K * *
o * Bl *
> * *
=g W ¥ ¥ *’2&*
=%
g T & ¥
< 0 * * * * ¥ * ¥
* % | K * Ko
* * * * | F *
* £ *
* * *
5 B v o ¥ * fﬁ* -,
" * o * *
*o* * * ¥ X *
¥ *
* *

110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
Time (seconds)

La coincidence des réponses indiquée par Matlab est
de 97.94 % ce qui est presque parfait.

Identification paramétrique

Identification d'une matrice de transfert.
Un systéme linéaire multivariable perturbé se défini
par la relation
y(t)=G(g2)u(t)+v(t) (6-74)
olue ® ye &, Vve ®etG(q?) est une matrice
dont I'élément Gi(q ™) est la fonction de transfert
entre la j*™ entrée et la i*™ sortie c.a.d
yi(t) =Gy (a)u;(t) +v;(1).
Par superposition, I'effet de toutes les entrées u; sur
la sortie y; est

V(O=26,@,®O+v©O.  (675)

En désignant par Ai(q?) le dénominateur commun
des Gi(q?) et par Bi(g?') les numérateurs
correspondants, I'équation (6-75) s'écrit sous la
forme

ALY (0= B, (@)U, 0+ w, (1)

ou  A(a1)y;(t) =BT (g )u(t) +w,(t)
avec
Bl (@) =[B.(a*) B,(@") --- B, (a™)]
et w; (1) =A;(q)v;(1).

(6-76)

La relation (6-76) a la méme forme que dans le cas
monovariable a part que Bi(q?) et u(t) sont
maintenant des vecteurs a p composantes au lieu
d'une. Pour cette raison, avec de légéres
modifications, les algorithmes précédents s'étendent
aux systéemes multivariables.

Exemple 6-3
Soit un systéme a deux entrées et une sortie ayant
pour fonction de transfert

G(ql):( q-1(0.5+0.39-2) q-2 j

1-1.5gt +0.792 1-1.59g' +0.792
perturbé par la réponse v(t) de

1-q+0.592
Gy (gt )= =
1-15gt +0.792
a e(t) = 0.1*randn(200,1).

Faute de données expérimentales, on commence par
simuler la réponse y du systeme en lui appliquant les
entrées
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u, =randn(200,1) et u,=2*randn(200,1).

Les 100 premieres lectures z. de I'entrée u = [u1 U]
et de la sortie y seront employées pour I'identification
du systeme et la modélisation de la perturbation et les
100 derniéres lectures z, seront employées pour la
validation de ces résultats.

Simulation
>>A=[1-150.7];B=[00.500.3;0010];
>>C=[1-10.5];

>>m0 = idpoly(A, B, C);

>> ul = sign(randn(200,1));

>> u2 = 2*sign(randn(200,1));

>> e = 0.1*randn(200,1);

>>y = sim(m0,[[ul,u2],e]);

>>z = iddata(y,[ul,u2],0.5); % T = 0.5 sec.
>> ze = z(1:100); zv = z(101:200);

Identification
>>ml = armax(ze,'na',2,'nb',[3 3],'nc',2,'nk’,[1 2])
(nk : retards de y par rapport a u; et u)

Discrete-time ARMAX model :
A(2)y(t) = B(2)u(t) + C(2)e(t)
A(z) =1-1.502 z7-1 + 0.7017 z°-2
B1(z) = 0.4593 z/-1 + 0.02447 z-2 + 0.3011 z"-3
B2(z) = 0.9905 z~-2 + 0.003379 z"-3
C(z) =1-0.9824 z~-1 + 0.3259 z"-2
FPE: 0.01222

Validation
>> compare(zv,ml,'rx’)

Time Response Comparison

X
X
{ x
X
x
x
x

Amplitude
y1

Time (seconds)

Identification paramétrique

Coincidence : 97.55 %

Une certaine erreur peut apparaitre au départ car le
modele part d’un état initial nul tandis que z, ne I’est
pas en cet instant.

6-7_ METHODE DU SOUS-ESPACE

Nous commencons par généraliser le probléme du
moindre carré au cas multivariable puis nous
I'appliquons aux équations d'état d'un systeme
linéaire invariant ayant plusieurs entrées et plusieurs
sorties.

Généralisation du probléme de moindre
carré. Considérons I'équation linéaire

y(t)=0x(t)+v(t) (6-77)

ou O est une matrice constante y(t) et x(t) sont des
vecteurs connus et v(t) est un vecteur de moyenne
nulle indépendant de x(t). Il s'agit d'estimer la
matrice ® a partir des valeurs de x et de y mesurés
aux instants t = 1, 2, ..., N ou N est un entier
suffisamment grand. En d'autres termes, il s'agit de
déterminer la matrice ® qui Vvérifie le mieux la
relation matricielle

Y=0X+V (6-78)

ou les matrices Y, X et V sont respectivement
constituées des vecteurs colonnes [ x(1);... ;x(N)],

[y(1); ...;y(N)] et [v(1); ... ;v(N)]. L'estimation ®
de ® doit minimiser J=||(Y —O®X-V)X7z||2 pour
tout vecteur z € ®Y, c.a.d. elle doit vérifier

%[ZTX(Y —OX - V)T(Y —OX - V)XTZ]
= —2ZTXXT(Y -OX -V)X7z=0, Vz.

En admettant que la matrice XXT est inversible, on
déduit que © doit vérifier

(Y —@X - V)XT =0.

Comme, pour tout t, v(t) est de moyenne nulle et
indépendant de x(t), la matrice #vx") ~ VXT/N — 0
quand N — oco. D’ou l'estimation de © est
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O=YXT(XXT)1 (6-79)
et celle de Y est

Y =OX=YII, (6-80)
ol Iy = XT(XXT)2X. (6-81)

L'équation (6-80) montre que chaque ligne de Y est
une combinaison linéaire des lignes de X c.a.d. que

I'espace engendré par les lignes de Y est inclus dans
I'espace Ex engendré par les lignes de X. D'autre part,
en remarquant que IT IT, =I1,, on déduit que

YII, =Y et (Y-Y)II,=0. (6-82)
Les égalités (6-80) et (6-82) montrent que IT, est la
matrice de projection orthogonale sur l'espace Ex et
que ITi=I1-II, est la matrice de projection sur

I’espace complémentaire de Ex comme le schématise
la figure 6-8.

Y = YTy

Fig. 6-8 Projections sur Ex et sur son
complémentaire.

Enfin, 1’équation suivante représente la relation
supposée linéaire entre les entrées, les sorties et 1’état
mesurés durant N périodes.
Y=TX+HU+V. (6-83)
11 s’agit d’estimer les matrices des paramétres " et H

en présence des perturbations affectant les sorties et
groupées dans la matrice V.

Cette estimation se ramene au probléme de moindre
carré précédent (celui de (6-78)) en posant

@ =[ H] et X’:Rﬂ.

Identification paramétrique

Identification des équations d'état.

a) Formulation. Les équations d'état d’un
systéme linéaire invariant perturbé sont de la forme :
X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + Kv(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t),
x(ern, u)err, y)ers

(6-84)

Les vecteurs Kv et v sont les effets des perturbations
aléatoires sur I'état et la sortie, K étant la matrice de
Kalman.. On admet que la perturbation v est
indépendante de I'entrée u.

La sortie a I’instant t + k dépend de 1’état a I’instant
t, des entrées entre t et t + k et de la perturbation a
I’instant t + k. Pour obtenir cette relation, remplagons
X(i) par son expression pouri=t+Kk, ..., t.

y(t+k)=CAx(t+k-1)
+ CBu(t+k —1)+ Du(t + k)
+CKv(t+k-D]+Vv(t+k)
=CA2x(t+k—-2)
+CABuU(t+k—-2)+CBu(t+k—1)+ Du(t+k)
+ CAKv(t+k—-2)+ CKv(t+ k -D]+ v(t+k)

Donc
y(t+k) = CAkx(t)

k
+ _§1CAk*iBu(t +i-1)+Du(t+k) (6-85)

k
+ ‘%CAK*i Kv(t+i-1)+v(t+Kk).

Pourk= 0, ..., r— I, I’équation matricielle suivante
regroupe les r équations (6-85) :

Y, () =T x(t)+H,U, (1) +S,()V,(t)  (6-86)
ou

Y (1) =[y(t) y(t+2) - y(t+r-1)],

U (t)=[u(t) u(t+1) --- u(t+r-1)]J,

V(1) =[v(t) v(t+1) --- v(t+r-D]".
et

I',=[C CA --- CA™ 1], (6-87)
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D 0 -0 0
CB D -0 0
H = CAB CB . 0 :| (6-89)
: : : DO
CA™—2B CA3B .- CB D
| 0 - 00
CK | A
s,=| CAK CK . 0 i| (6-89)
: : I 0
|

CA2K CA™K -.- CK

Supposons que l'entrée et les perturbations
s’annulent a partir de l'instant t. Dans ce cas,
I'équation (6-86) se réduit a Y.(t) = I'x(t). Si le
rang de I'r est égal a l'ordre n du systéme (au
nombre des variables d'état), on peut déterminer
d'une maniére unique I'état x(t) a l’instant t en
mesurant la sortie y aux instants t, t+1, ..., t+r—1 et
on dit que I'état du systeme est observable de la
sortie.

Les matrices H; et S; sont dites de Toeplitz ; elles
sont triangulaires et les sous-matrices des sous-
diagonales sont égales.

Groupons les matrices Y(t), ..., Yt + N—1) I'une a
coté de la précédente pour constituer la matrice
suivante dont la forme est dite block de Hankel :

Y =[Y,(t) Y, (t+1) - Y, (t+N-1)]

y(t)  y(t+1) - y(t+N-1)
y(t+1) y(t+2) - y(t+N)

y(t+.r—1) y(t'+r) - y(t+r3rN—2)
De la méme maniére, on construit les matrices

U:[Ur(t) Ur(t+1) Ur(t+N_1)]1

V=[V.(t) V.(t+1) --- V. (t+ N-D)].

Avec ces notations, les équations (6-86) relatives
aux instants t, t +1, ..., t + N — 1 peuvent se grouper
pour former I'équation

Y= X+HU+SV
ou X=[x(t) x(t+1) --- x(t+N-1)].

(6-90)

Généralement, la matrice X n’est pas complétement
accessible a la mesure mais, en fonction de données
passées

Identification paramétrique

Up= [u(t-1), u(t-2), ...] et Y, = [y(t-1), y(t-2), ...],

elle peut étre estimée par un filtre de Kalman qui
produit une matrice L telle que

X=LZ avec Z=[U)Y,]".

Enfin, I'équation (6-90) devient :

Y=ILZ+HU+SV. (6-91)
Pour estimer A et C a partir de (6-87), on
commence par estimer I', en éliminant le terme en
U. Ayant A, C et LZ on estime H; et par suite B et
D par moindre carré.

Estimation des matrices d'état. Pour éliminer
le terme en U de I'équation (6-91), il suffit de la
projeter sur le complémentaire de l'espace Ey
engendré par les lignes de U. On obtient :

YI1§ =T, LZITY + S, VIT}. (6-92)
Or, comme les perturbations V sont indépendantes
des entrées U, on a en moyenne VUT = 0 d'ou, tenant
compte de (6-81),

VITy = V(I-T1,) = V[I-UT (UUT) " U] = V.

D'autre part, comme les perturbations actuelles et
futures sont indépendantes des données passées Z, on
aVZ'™ =0 d'ou, en remplagant dans (6-92) VII} par
V et en la multipliant par Z7, elle devient :

U

YII4ZT =T, LZIT5 2. (6-93)
La solution de cette équation qui comporte deux
matrices inconnues, I’y et L, n'est pas unique. Mais
nous démontrons au chapitre 3 de la quatrieme
partie de ces notes qu'une matrice peut étre remplacée
par un produit de 3 matrices, F, et G', T étant
diagonale a éléments positifs et les deux autres
unitaires (FF" = GG" = ). Cette décomposition est
dite a valeurs singuliéres (SVD). En I'appliquant au
premier membre, I'équation (6-93) devient :
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FEGT =T LZIT;Z .

Une solution équilibrée de cette équation consiste a
choisir
[ =Fzv2 et

L=3v2GT(Z[I4Z7) L. (6-94)

Ayant I', =[C CA --- CA™1]7, la matrice C est ses
q premiéres lignes. Les autres lignes forment la
matrice

r=r.,A ou I'"=ATTT,, (6-95)
Daprés (6-79), la matrice A qui vérifie le mieux
I'équation précédente selon le critére du moindre
carré est

A= (Fr—lr-rr—l)ilrr—lr' (6_96)

Il reste & estimer B et D. A part le terme S,V des
perturbations, toutes les matrices de I'équation (6- 91)
sont maintenant connues sauf H; qu'on estime par
moindre carré en appliquant (6-79), ce qui donne

H =(Y-TX)UT(UUT)L  (6-97)

En se référant a I'expression (6-88) de H;, on estime
D par I'une des sous-matrices de la diagonale et,
connaissant C, on estime B en appliquant le moindre
carré a M = CB, M étant une sous-matrice de la
sous-diagonale de H;, c.a.d.

B=(CCT)CM. (6-98)

Matlab exécute cet algorithme par [l'instruction
«n4sid(données, ordre)».

Exemple 6-4
On considére un systeme a 2 entrées et 2 sorties
défini par les équations d'état

-0.1 0 0.2 1 0
x=| 1 -02 0 (x+|-05 2 u
0 1 -05 0 -1 (6-99)

(20 -1
y—(o 1 0.5)"'
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La sortie est perturbée par la matrice a deux colonnes
identiques v = 0.1randn(1000,2) et son état par Kv ou
la matrice K est le gain de Kalman. Cette matrice
ainsi que les matrices d'état A, B et C sont supposées
inconnues et il s'agit de les estimer en mesurant
I'entrée u et la sortie y aux instantst=0, 1, 2, ....

Faute de données expérimentales, on commence par
simuler la réponse y du systéme en lui appliquant les
entrées

u, =randn(1000,1) et u,=2*randn(1000,1)

Les 500 premiéres données z. de I'entrée u = [u1 U]
et de la sortie y = [y1 y2] seront employées pour
I'identification du systéme et 50 des derniéres
données seront employées pour la validation de ces
résultats.

>>A=[-0100.2;1-0.20;01-0.5];
>>B=[10;-0.52;0-1];
>>C=[20-1;0105];D=[00;00];
>>mo = idss(A, B, C, D);

>> u =randn(1000,1)*[1 2];

>> v = 0.1*randn(1000,2);

>>y =sim(mo,[u v]);

>> 7 = iddata(y,u);

>> ze = z(1:500); zv = z(600:650);

>> ml = n4sid(ze,3)

ml =

Discrete-time identified state-space model :
X(t+Ts) = A x(t) + B u(t) + Ke(t)

y(t) = Cx(t) + D u(t) +e(t)

A=

x1 X2 X3
x1 -0.6443 -0.3134 -0.06781
x2 0.7625 -0.3178 -0.1286
x3 -0.05338 -0.8885 0.1652

B=

ul u2
x1 0.006073 0.01215
x2 0.005549 0.0111
x3 -0.00379 -0.007581
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C=

x1 X2 X3
yl 177.4 -54.96 -7.165
y2 -12.11 84.35 -27.76

K=

yl y2
x1 0.0001197 0.0001579
x2 -0.0001654 -0.0003445
x3 0.001006 0.0004549

Sample time : 1 seconds

Les matrices obtenues sont complétement
différentes des matrices (6-99) par lesquelles nous
avons défini le systéme. Ceci est normal car,
comme nous l'avons indiqué dans les chapitres
précédents, il existe une infinité d'équations d'état
qui peuvent représenter un méme systéme. La
fonction « compare » permet de constater que
I'identification précédente du systéme est presque
parfaite.

>> compare(zv, ml,'rx’)

Time Response Comparison

600 605 610 615 620 625 630 635 6£640 645 650
Time (seconds)

Matlab indique que la coincidence est de 98.65 %
pour y1 et de 97.72 % pout y»

Akram Ghorayeb

Identification paramétrique

23

23



