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MD3- Modélisation des moteurs

MD-3 MODELISATION
DES MOTEURS

EXERCICE 4-1

La figure ci-contre représente un
moteur cc a 2 paires de poles.

a) Que vaut l'angle sous-jacent a
une spire de I'enroulement
d'induit ?

b) Montrer que 1’expression du couple moteur I', OU
de la fcm ep d’un moteur a une seule paire de poles
doit étre multipliée par 2 quand le moteur a 2 paires
de pbles. Généraliser a un moteur comportant p

paires de pdles.

a)

Comme le montre la figue ci-
contre, les moments des
forces de Laplace s’ajoutent
si 'un des conducteurs
paralléles a 1’axe du rotor
d’une spire est sous un pdle
nord et ’autre sous un pole
sud. L’angle sous-jacent a
une spire est donc /2.

b) !
La somme des flux a travers les ®
spires situées d’un co6té de 1’axe

des podles nords est égale au flux @ D
de l'un de ces podles. Par
consequent, le flux traversant :
toutes les spires du rotor est 2d.

On multiplie donc par 2 I’expression (n, / T)®i, de

I'm et de ep d’un moteur a une seule paire de pbles et
par p si le moteur comporte p paires de poles.

X

EXERCICE 3-2

Montrer que si la tension d'entrée est constante, la
vitesse d'un moteur cc au voisinage de l'instant de
démarrage suit

a) la droite (Qu/1)t s'il est commandé par le courant
d'armature,

b) la parabole (Qu/2tmte)t? s'il est commandé par le
courant d'excitation.

Solutions des exercices

a) La fonction de transfert entre la vitesse Q et la
tension d’armature u, d’un moteur cc command¢ par
son courant d’induit i, est
Q o dQ
—=—to1—+0Q=Q,
u, 1ts+1 dt

a
=Q(t)=Ce " +Q,.
Comme au démarrage la vitesse initiale est nulle, on
déduit que C = - et
Q) =Q, (1-e).
Quantt— O,ona:

e a1t o) >t
T t—0 T

Q =o.u,

b) La fonction de transfert entre la vitesse Q et la
tension du stator us d’un moteur cc commandé par
son courant d’excitation ir est

Qo
U (ts+1)(t,5+1)
d’Q dQ

@rlrzw+(rl+rz)E+Q=QL, Q, =0, U;.

Le polyndme caractéristique de cette équation
différentielle a pour racines -1/t; et —1/t, d’ou sa
solution générale est

Qt)=Ce " +Ce " +Q,.
Comme au démarrage la vitesse Q du monteur et
son accélération sont nulles, on déduit que

Q) =Q, [1— (tle““1 —r,e " )}

L)
Quandt— 0,ona:
B} t
e‘“zl——+—2
T 2t

2
W LA
T, T, 21

:>Q(t)t:>OQL

ou Qt)—> e
t—>0 2'[11:2

EXERCICE 3-3

Un moteur cc de résistance d'induit Ry = 1Q,
entraine une charge de moment d'inertie J = 0.2
kgm? Quand on le commande par son courant
d'armature sous une tension u, = 100 volts, il atteint
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MD3- Modélisation des moteurs

une vitesse limite de 1200 tr/min et sera traversé par
un courant i, = 2A. En négligeant les pertes par
courant de Foucault et I'inductance de I'induit,

a) calculer les valeurs du facteur d'amortissement ¢
et de la constante du couple moteur Ka.

b) Ecrire la fonction de transfert liant la tension u, a
la vitesse de rotation Q.

c) On applique sur I'arbre moteur un couple résistant
I'.. Déterminer en régime stationnaire la relation
entre Q, Ua et T’ et représenter pour u, = 100, 150 et
200 volts la caractéristique mécanique Q. (T).

I, =k,i, =JdQ/dt+cQ.
A la limite (en régime stationnaire) Q = Q = ®LU,
et dQ/dt =0. D’ou
c=Kalo )
QL

D’autre part, Ra ia = Ua — €p avec e, = KeQL = KaQp
(ka = ko car le courant de Foucault est négligeable).
D’ou

k, = U, —Ryl, @)
QL
Or Q. =(1200)27/60 = 40x rad/sec. Donc
= 200=M2 4 7gnm /A
407
et c:w=0.0124Nm/(rad/sec).
401

Cette fonction a pour expression

Q_o

u, ts+1’

mLzﬁzm—nzz—nrad/sec
u, 100

T= RJ__ 10.2) > =0.32sec.
R,c+k,k, 1(0.0124)+(0.78)

Donc

2_ 27
u, 5(0.32s+1)

a

r, =cQ +T,.

. u,—e u, —k,Q
rm:kala:ka R b:ka R -

a a
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Solutions des exercices

=(R,c+k)Q, =k,u,-R,T,
0.78u,-T,  0.78u,-T,

ou = =
Y 0.0124+(0.78)° 0.62

300 & - . - . o . - . . o

250

ua=200
200 |

150 q
o
100 |
ua=100
-
sr \

Vitesse rad/sec

ol

500 . . - - o . - . . )

0 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100
Moment Nm

EXERCICE 3-4

a) En représentant les inductions moyennes des
bobines du stator d’un moteur a induction par les
nombres complexes

B, =B, &, ("),
B2 — B e—jZﬂ:/G}q{e (ej(mt—2n13))
B3 — B e_j4n/3R,e (ej(wt—4n/3))
m ’
ol B, est la valeur maximum de By, k = 1, 2, 3,
montrer que la représentation complexe de la
résultante B, de ces inductions est (3B, /2)e™

c.a.d. que B est un vecteur de module constant
tournant a la vitesse o.

b) En négligeant la réluctance de I'acier devant celle
de I'entrefer d'épaisseur e, montrer que Bm =
nlmpo/2e ou n est le nombre de spire de la bobine, In
son courant maximum et po la perméabilité
magnétique de l'air.

a)
B,=B,+B,+B,

=B,{R®. (ejmt) - % Re [ejmt (6_2"/3 443 )]

+ ng [ejmt (e—Zn/S _ e—47‘t/3)]}

NE]
2
=B, [(1+1/2)coswt - j3/2(sin cot)]ngme’j"".

=B R, (€)™ (-] + 12w, [ (WA}

b)
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D’aprés la loi d’Ampere, la
circulation du champ
magnétique H = B/ule long
d’une ligne de champ créé par
la bobine est égale au flux ni
du courant a travers la surface
limitée par cette ligne.
Comme la perméabilité magnétique est beaucoup
plus grande dans ’acier que dans ’air, on néglige la
circulation du champ dans I’acier et il ne reste que
sa circulation dans I’entrefer de longueur 2e et de
perméabilité magnétique po. Ainsi, quand le courant
i de la bobine atteint sa valeur maximum Iny,
I’induction magnétique prend la valeur Bn, telle que
(Bm/wo)2e = nlm ou Bm = nlm pof2e.

EXERCICE 3-5

Un moteur asynchrone a 2 paires de péles de
résistances Rs = R, = 1 Q et de réactances Xs = X, =
4Q et Xn = 30 Q, estalimenté par une tension
triphasée de valeur efficace V. = 220 volts et de
fréquence 50 Hz. Calculer le courant efficace Is
d'une phase et le couple moteur I', quand la vitesse
est de 1200 tr/min.

Le circuit équivalent d’une phase d’un moteur a
induction est le suivant.

Ph Rs Xs s ir Xr
im¥ R/
r/g
v Xn S |€
N o

Ce circuit montre que

v=[R, +jX,+Z]i,
Z R+ jX, = _ij(jXr +R./9)
X, +X,)+R, /g
CIXIR, 19)* + X (X, +X) iR, /9)X, ]
- (X, +X.)’+(R,/9)’ ’
_ (R 19X}
*(X, +X)2+(R, /g)?
% < Xal(R, 19)* +X, (X, +X,)]
¢ (X, +X,)*+(R, /g)?
=v=[(R,+R,)+j(X, +X,)i,

Solutions des exercices

Courant |5 du stator

= = v
JR R +(X, +X,)?
Or
_(50/2)~(1200/60) _, ,
50/2
_(1/0.2)30*
©(34)2+(1/02) T
% - 30[(5)* +4(34)] _ 4090

© (34 +(5)°
Donc
220

I, =
J(1+3.81)2 +(4+4.09)°

=23.37A

Le circuit ci-dessus montre que la puissance active

H A s Lot :2
fournie a I’extérieur par une phase est (R,/Q)i;
mais la partie R,i’ de cette puissance se dissipe

sous forme de chaleur. D’ou la puissance mécanique
utile fournie par les 3 phases est

P-T QO=3(R, /g—R)I?=31"9R 12
g

=T, =£If car Q=(1-9)Q..
g€,

Or, d’apres le circuit,

ij(is - Ir) = (Rr /g + JXr)Ir

ou X i.=[R,/g+j(X, +X )i,

X
= |I,= ms
JR 19 +(X, +X,,)’
__30(2337) 044
J(B)? +(34)?
Donc

3

[L=— > (20.4)>=39.7Nm
0.2(2750/ 2)

EXERCICE 3-6

Etudier graphiquement la variation de l'intensité I,
du courant d'une phase d'un moteur synchrone en
fonction du courant du rotor I, sachant que ce
moteur est alimenté par une tension triphasée de
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MD3- Modélisation des moteurs

valeur efficace V. et de fréquence o constantes et
qu'il est soumis a un couple résistant I'; constant.

La wvaleur efficace E. de la force contre
électromotrice (fcem) e, est liée au courant du rotor
I par la relation

E _ Marlr(x)

2

et le couple résistant ', est lié a E, par la relation

I', =3(V,E, 1QX,)sind
d étant le déphasage de la fcem e, par rapport a la
tension d’alimentation v,. Si la valeur efficace V. de
Va, Sa fréquence o et T, sont constants, on déduit que
E.sind est constant et que Ea. est proportionnel a I..
Du circuit équivalent ci-
contre d’un moteur
synchrone et en négligeant
la résistance Rs du stator, on
a le diagramme de Fresnel
suivant ou la droite D (// va) o
est le lieu de I’extrémité du
vecteur e, puisque Easind est
constant. Le vecteur représentant le courant i, d’une
phase est orthogonal au vecteur jXsia et sa valeur
efficace l. est proportionnel a la longueur de ce
vecteur.

Moteur

jxscia3

Pour le courant rotorique i, relatif & la fcem eq, le
courant efficace 1, d’une phase est minimum et i, st
en phase avec Va.

Pour le courant I; relatif a la fcem ea, ia est en
retard de phase par rapport Va.

Pour le courant I3 relatif a la fcem eas, ia €st en
avance de phase par rapport Va.

Solutions des exercices

négligeable est alimenté par une tension triphasée de
valeur efficace V, = 400 volts et de fréquence o =
50 Hz. Si le courant du rotor I, = 15 A, la valeur
efficace du courant d'une phase est 1. = 20 A et le
facteur de puissance est cosp = 1.

1) Calculer l'inductance mutuelle maximum Ma
entre la phase aa' et le bobinage du rotor. Que vaut
le couple résistant I'; ?

2) Calculer le courant I, et le facteur de puissance
coso quand le couple résistant devient 2T.

EXERCICE 3-7
Un moteur synchrone a une seule paire de pdles de
réactance synchrone Xs. = 15 Q et de résistance Rs

_MJo_ V2

E, = >M, =———
2 “  15(100m) °

\
\
\
[
PV
7

\4 ® e ,
- /,
|a \\ /,
\

’

Or le diagramme ci-dessus montre que
V,cosp=E,cosy, y=¢-90
et X.I,cosp=E,sind.

Mais
cosp=1=¢p=0ety=-3
g5 = X I, _15(20)
Va 400
=056=36.87° et cosd=cosy=0.8
Donc
E,= Vo _400_ =500 volts
cosy 0.
) 500V2 V2 _ .. Vs
15(100n) 3n A
D’autre part,
P=TQ=3V,l,coso=T, = 3400(20) 76.4 Nm.
1007
2)

Calcul du courant |,
Le courant du rotor I, étant toujours le méme, on a
Ea = 500 volts et du diagramme ci-dessus on déduit

que
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(X l,)? =V?+E.-2V,E, cosd

L \/4002 5007 — 2(400)(500) c0s 5
a 152

:>Ia=%\/41—400038.

Or
2r, =3(V,E, 1 QX )sins
 sing 2 20X, _ 2(25.46)(100m)(15)
3V,E, 3(400)(500)
=5in6=0.4=56=23.57° = c0s56=0.92
Donc

100

a

41-40(0.92) =13.66A.

Le diagramme montre que
V, cosp=E, cosy=E, cos(¢—03)
=E, (cos@Ccosd+sin@sind)
(V, —E, cos8)? cos” ¢ = EZsin® §(1-cos’ @)

~ cost = EZsin®$
(V, —E,cos8)*+EZ?sin*§
2 2
cos’ = 500°(0.4°) =0.917.

(400—-500(0.92))% +500(0.4%)
Donc cose=0.96.
Solution plus simple.
3V,l,cosp=2I"\»
_ 2(25.46)(100m) 0.97
3(400)(13.66)

= CO0S

EXERCICE 3-8

A partir des équations de Park d’un moteur a
induction

Vqs = Rslqs +¢qs
Vps = Rslds + (Pds

(1) 0= Rriqr - pQ(Pdr + (bqr (3)
(2) 0= I:’zridr a pQ(pqr + (bdr (4)
P =Ai +Bi, (5) ¢, =Bi +Ai, (7)
(pds = Asids + Bidr (6) (pdr = Bids + Aridr (8)
ol A,=L,.—M_,A =L, -M, ,B=3M/2.
écrire les équations d'état du moteur, les variables
d’état étant
Xl = 61 X2 = Ql X3 = (quy X4 = (pdl'y XS = iqu X6 = idSs

Solutions des exercices

Les équations relatives a la partie mécanique du
moteur sont
X, =X,

. (9)
X, =—(c/)x,+@/J)u, u,=r_ -T,.
D’apres (3) et (4),on a:
Xy =pXX, —Rii, et X,=pX,X;—Ri.
Or, de (7) et (8), on tire :
i =0/A)X,—(B/A )X,
-qr ( r) 3 ( r) 5 (10)
iy, =(1/ A )X, ~(B/ A )X,
D’ou
X3:px2x4_(Rr/Ar)x3+(BRr/Ar)X5’ (11)

X, =pX,Xs — (R, /A )X, +(R,B/A,)X,.

Maintenant, en dérivant (5) et (6), on obtient :

%=1/ A)p, —(BI A,

5 ( s)(qu ( s)‘qr (12)

Xg =1/ APy — (BT Ay
Or, de (1) et (2) on tire :

(pqr = _Rsxs +Uy U= Vqs'

(bdr = _RSXG +U;, Uz=Vg
et en dérivant (10) on trouve tenant compte de (11) :
i, =1/ A%~ (B/ A )X,
= (p/Ar)XZXA _(Rr /AE)X3 +(BRr /Af)xs _(B/Ar)xs’
i, =@/ A )%, —(B/A)X,,
=(p/ A)X X5 — (R, T ADX, +(BR, 1 Al)X; —(B/ A )X,
Enfin, en remplacant les expressions précédentes
dans (12), on obtient :

(1+B*/AA)X, =—(pB/AA, XX, +(R,B/AA?)X,
—(B°R, /AA? R, /A )X, +(1/A)U,,
(L+B*/AA,)X, =—(pB/AA XX, +(R,B/AAY)X,
—(B’R, /AA?—R_ /A, )X, +(1/A)u,.

EXERCICE 3-9

Simuler sur Matlab 1’état x(t) d'un veérin
pneumatique si le déplacement du tiroir du
distributeur est u = 5.sin(0.1nt) mm.

Parametres : la demi longueur du vérin est L = 0.5m,
sa section est S = 50 cm?, la masse de la charge est
m =5 kg, T = 300 °K, ® = 8.3 J/((moles.°’K) et

g(u,AP) =10?u~/AP moles/sec. P = 5 bars et P, = 1
bar.
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Les pressions dans les compartiments du Vvérin
dépendent des nombres de moles n: et n, et du
déplacement y du piston de la maniére suivante :

_ n®RT _ NRT

() B ()

L étant la demi longueur du vérin, ® la constante des
gaz et T la température absolue.
Les équations d’état de ce systéme sont

&_,

dt

dv
ma =(P,-P,)S

% =102u /AP
dd% = -102u /AP

P-Psiu>0 {P—stiu<0

ou AP= _ , AP= .
P,—P,siu<0 P,-P,siu>0

Pour simuler le mouvement y de la charge, sa
vitesse v et les nombres des moles n; et n,, nous
introduisons les équations précédentes dans le
programme suivant en admettant qu’initialement le
piston est au repos au milieu du vérin (dy/dt =y = 0)
et que la pression dans les compartiments est P, =
Pam = 1bar. D’ou

PSL 10°(50)(10*)(0.5
.(0) =n, (0) = Sk  10°B0)(10)(0.5)
®RT 8.3(300)
et on effectue la simulation sur 5 périodes (100 sec).

=0.1mole.

function Verinpneum

% Résolutom des équations d'état d'un vérin pneumatique
% et la représentation graphiue du mouvemnt de la
charge.

% Etat initial et instant final
X0 = input(‘état initial x0 :);
tf = input('instant final tf :");

% Résolution (la fonction ‘f* est définie plus bas)
opt = odeset('RelTol', 1e-5);
[t, X] = ode45(@f, [0 tf], X0, opt);

% Représentation graphique
plot(t,x)

% Définition de la fonction f des équations d'état
function xp = f(t,x)

Solutions des exercices

% Parametres de commande PD
L =0.5; S=5*(10"-3); m=5; T =300; R = 8.3;
Pa = 1075; P = 5*10/5;

% On pose

x1 = x(1); X2 = x(2); X3 = X(3); x4 = x(4);

P1 = x3*R*T/(S*L+S*x1); P2 = x4*R*T/(S*L-S*x1);
u = 5*sin((pi/10)*t)*10/-3;

D1 = ((P-P1)*(u>=0))+((P1-Pa)*(u<0));

D2 = ((P-P2)*(u<0))+((P2-Pa)*(u>=0));

%Equations

Xp = [x2;
(P1-P2)*S/m
(107-2)*u*(D170.5)
-(107-2)*u*(D2"0.5)];

/\y n1

0 20 40 60 80 100
tsec

0.5

04r

031

0.2

n1, n2 moles

0.1

0

-0.1

EXERCICE 3-10

Montrer a partir de (3-77) que si k — oo, le systéme
de la figure 3-33 se comporte comme une seule
inertie et si, pour k < oo, on néglige le moment
d'inertie de l'axe, il se comporte comme deux
inerties liées par un ressort rotatif

J2

1 X 1

Jl Hi G‘(X)

Fig. 3-33 FT\) | I
N .

; S L -

La figure représente deux cylindres d'inerties J; et J,
fixés aux extrémités d'un axe de longueur L, de
moment d'inertie p par unité de longueur et de
module de rigidité G.

Soient 0; et 0, les rotations des inerties. Le vecteur
d'entrée u = [['m ; —I'] est lié au vecteur de sortie y =
[01; 62], , par
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y=G(s)u,
ou
. (Jz +%)52 +k —(%sz - kj
GE) = (3-77)
—(isz - kj (Jl +£)s2 +k
6 3
avec

N

a) Quand k — oo, on peut négliger les termes qui ne
dépendent pas de k ce qui donne

1k K
GQ:X& J

avec A=(J1+J2 +2—:2'ijsz+%ks2 =(J,+J,+J)ks".

D’ou
1—‘m_l—‘r
6,=0,=0= 1 Jeg =1+, +J
eq
d’o
ou Jqu:Fm—Fr.

Il s’agit donc d’une seule inertie Jeq SOUMISe au
moment I'm — I'.

inerties J1 et J, sont -@-[:]‘)—Fr
reliées par un ressort

rotatif de raideur k et d’inertie négligeable. Les
équations de leurs rotations sont

d*o
r, ZJlTZl-'_ k(6,-6,),

b) Supposons que les J_

d’e
—Fr =\]2 TZZ_ k(@l - 62)
En employant ’opérateur « S » de dérivation, ces
équations se mettent sous la forme

JsP+k -k
u= , Y-
-k Js"+k

D’un autre coté,, en négligeant I’inertie de la tige, la
matrice G(s) se réduit a

Solutions des exercices

(ﬂﬁ:%:l(

JsP+k Kk
A

k  Js*+k
avec A=(Js°+k)(J,8° +k)-Kk’.

s +k K
=>Ay= ) u
k Js“+k

Is+k k)
=u= , Ay
k JsT+k

JsP+k -k
ouu= y.
-k I +k

Ainsi, si I’inertie de 1’axe est négligeable, il se réduit
a un ressort rotatif.

EXERCICE 3-11

w9

C
Om Fz\v —kz—:2 J>

Fm/;)b \]1 = kl ::srl Gc
C1

N

Ecrire la fonction de transfert entre I'm et 6. du
systeme ci-dessus ou les axes connectant les inerties
Ji et Jo a I'engrenage sont d'inertie négligeable mais
de raideurs ki et ky. Les inerties des pignons son
aussi négligeables.

Désignons par I'; le couple qui résiste a la rotation
du moteur et par 'z le couple qui entraine la charge
et soient 0; la rotation du pignon moteur et 0 la
rotation du pignon de la charge. Comme les inerties
des pignons sont négligeables, on a I'1 = ki(61 — Om)
et I'; = ko(B2 — 6c) et comme ny/ny = n =T/ Ty =
01/02, on déduit que
nk,(n6,-6,.)=k,(6,—-6,). (1)

D’autre part, comme les inerties des axes sont aussi
negligeables, les couples T'1 et Tz se transmettent a
I’autre extrémité de ces axes d’ou

K,(0,—-6,)=1,0, +¢,0,, )

r, =36, +c6, +k(6,-nb,). (3)
En employant 1’opérateur de dérivation « s », les 3
équations (1), (2) et (3) peuvent s’écrire sous la
forme matricielle
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-k, k, —n’k, nk,
st +c,s+k, -k, 0
0 —-nk,
Le déterminant de la matrice est
A=K:(J;8° +cs+K,)—n’k3(J,8% +C,5+K,)
+(n’k, —K,)(J,8° +C,s+K,)(J,8° +C,5+K,)
D’ou, en remplagant la premicre colonne par le

second membre et en calculant le déterminant, on
obtient 6 = (nkika/A)'m.

0,) (0
0, |=| 0
Js’+es+k, Lo, ) (T,

EXERCICE 3-12

Les systémes des figures 3-34 et 3-39 ont les mémes
moments d'inertie J; = J, = 2(1072) kgm?, les mémes
facteurs de frottement ¢, = ¢, = 4(10%) Nm/(rd/s) et
le méme facteur de réduction n = ny/ny = ra/r1 avec ry
=4 cm et r, = 20 cm. Le module d'élasticité de la
courroie est A = 80 N/cm. Pour un couple résistant
nul (' = 0), représenter dans le méme plan la
vitesse wc de la charge de chacun de ces systemes
quand le couple moteur est le créneau I'm(t) = 1(t) —
1(t — 1) Nm et les conditions initiales sont nulles.

N2
H &
Fig. 3-34 Fz\t)_ —1 ) Qrc
™1 ;
T qu ]ié\')rl @
C1 M
1
Fig. 3-39

a)

La fonction de transfert entre le couple I'n appliqué
a Ji et la vitesse de rotation wc de J, a travers
I’engrenage de rapport de réduction n = 20/4 =5 est

nr,,
=— > , n=n,/n,.
(n°J; +J,)s+(n"c, +¢,)

(’)C

Akram Ghorayeb

Solutions des exercices

__ 50 |
52s+104 ™
D’ou 9%, 20w, =220 )
dt 52

Dans I’intervalle [0 1] ou I'm = 1, la vitesse initiale
étant nulle, la solution de 1’équation (1) est

o, (t) =9.61(1-e7").
A I’instant t = 1 cette vitesse devient ¢ = 8.31 rd/s.
A partir de cet instant, I'm = O et la solution de (1)
devient

o, (t) =8.31e%D,
Pour représenter cette réponse par Matlab, on écrit

>>t=0:0.1:20;

>>w = 9.61*(1-exp(-2*t)).*(t<=1) ...
+8.31*exp(-2*(t-1)).*(t>1);

>> plot(t,w)

>> hold

b)
Pour la transmission par courroie, la fonction de
transfert entre le couple moteur I', et la vitesse o
de la charge est

_2)nr

12
(¢ 1—‘m

A=s(Js+¢,)J,5+C,) +2A[r2(J,s+C,) +r7 (s +¢,)]
~ 1281,
¢ 45 +16s% +13.312s +26.624
3 2
PN 4d—°°; +169 D
dt dt

+13.312%+ 26.6240, =128T, .

= O,

Cette équation peut étre résolue par Matlab en le
transformant en équations d’état. En posant X1 = o,
X2 = dod/dt, X3 = d?wc/dt? etu=Tm, 0na:

X, =X,

X, =X,

X, =—4X, —3.328x, —6.656X, +32u.

Introduisons ces équations dans Matlab sous le nom
courroie.

function xp = courroie(t, x)
% Equations d'état d'une transmission par courroie.

% Parametres
a3 =4; a2 = 3.328; al = 6.656; b = 32;
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% Entrée
u=(t<=1),

%Equations
xp = [X(2)

X(3)

-a3*x(3)-a2*x(2)-al*x(1)+ b*u];
end

La fonction ode45 résout ces équations en admettant

gue la vitesse . et ses dérivées d’ordre 1 et 2 sont
nulles.

>> tf = 20;

>>x0 =[0 0 0];

>> opt = odeset('RelTol', 1e-5);

>> [t, X] = ode45(@courroie, [0 tf], X0, opt);
>> plot(t,x(:,1))

10

sl

Engrenage

6|
I

4 .
% Courroie
o 2
ES

PN j—

0 N\

27 \/

4 ! ! !

0 5 10 15 20

t sec
L’engrenage démarre et s’arréte rapidement mais
son accélération est discontinue (choc). La courroie
est plus lente au démarrage et oscille avant 1’arrét
mais son accélération est continue (absorbation des
chocs).

AUTRES EXERCICES ET COMPLEMENTS

Solutions des exercices

a) déterminer le moment d'inertie J de l'arbre
moteur, sa constante de frottement c et le facteur k
du couple moteur (I'm = Kiais).

b) La résistance et I'inductance de l'inducteur étant
Rf=1.5 Q et Ls = 0.3 H, déterminer la fonction de
transfert du moteur quand il est commandé par la
tension us appliquée a l'inducteur avec un courant
d'induitia=1A.

3-13 La fonction de transfert d’un moteur a courant
continu commandé par son courant d'armature avec
un courant d'excitation if =2 A, est

Q 3

u_a - S+1

ou u, est la tension appliquée a l'armature et Q sa
vitesse de rotation. La résistance de I'induit est R, =
2 Q et pour u; = 100 V, le courant limite de l'induit
est 2 A. En négligeant l'inductance de I'induit et les

pertes dans l'acier,

Akram Ghorayeb

La fonction de transfert d’un moteur cc commandé

par son courant d’induit est de la forme :

Q_ o (1)

u, 1ts+1

ou . est la vitesse limite par volt de u, et t est sa
constante de temps. En fonction des paramétres du
moteur,
rzizl et o =L=3.
R,c+k,k, R,c+K.k,
=J=k,/3(2)=k,/6.
Or, en régime stationnaire (quand dQ2/dt =0), on a:
u, — RaiaL = kaL = kbuamL
=k, =[100-2(2)]/300 =0.32 V.sec/ rad.
Mais la perte dans 1’acier étant négligeable, ka = Kkp
= J=0.32/6 =0.053 kgm?
etk.=kir= k=k,/2=0.16 Nm/A?.
Enfin, I, =k,i, =cu,o_
= ¢=0.64/300=21(10"*) Nm.sec/ rad

1.50Q
0= KUy .k, =ki,,
s(L;s+R;)(Js+¢c)
0 0.16
u, s5(0.35+1.5)(0.053s +21(107%)
_ 10.06
" s(s+5)(s+0.039)°
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3-14

2 B
f .\OU

Un moteur cc commandé par son induit,
d'inductance négligeable et de résistance R, =5 Q, a
un facteur de couple ki égal a 0.4 Nm/A et un
facteur de contre réaction de la vitesse kp = ka. Ce
moteur entraine 2 arbres par l'intermédiaire de 2
poulies de rayons r; = 5 cm et r; = 15 cm et d'une
courroie d'élasticité A = 10* N/m.

Une troisieme poulie de rayon r; = 10 cm a
I'extrémité du deuxieme arbre entraine une charge
qui exerce une force f. Les moments d'inertie des
deux arbres sont J; = 102 et J, = 2(102) kgm? leurs
facteurs de frottement sont ¢, = ¢z = 5(10-%) N/(rd/s).
Ecrire les équations de ce systéme et déduire, en
fonction de f, la relation entre v, u et f ou v est la
vitesse de la charge et u est la tension appliquée a
I'induit du moteur.

do
(Tl—TZ)rzsz—tz+czm2+f.r3. 1)

avec dT, =A(o, —o,r,)dt=—dT

En dérivant la premiere équation et en remplacant
dT./dt et dT-/dt par leurs expressions, on obtient
d’e,
dt

Tenant compte de (1),
r,.=J d

J, +c, ddt2 +2M7m, =20, (2)

—L+co,+(T,-T,)r,

do § do
=31d—tl+C10°1+é(sz—t2+Cz®z +f.r3j

Akram Ghorayeb

Solutions des exercices

Relation entre u et v en fonction de f

V = rsmz mM/s et, en employant ’opérateur de
dérivation « s » I’équation (2) s’écrit

® = J.8?+C,5+ 202 w,.
1 Z}Vrlrz( 2 2 2) 2

En remplagant dans (3), on obtient :

(J5+¢,)(J,8* +C,8+2ArH) w,

2%1 2ka
+Ra1(JZS+C2)(DZ+—b(JZSZ+CZS+27LI’22)(DZ

a2 1'2

o Ralify R,

K,r,

En posant
-5
R, ;5 _10

a, = =
ook, 6

a,= R, J,C, +| ¢ +Xaky J, |=8.8(107%)
2nrnK, R

a

R,I, R,C C
s [ K 1+ka2x2
rn nr,

a

R k
_(__j P

=375(10%)

ka rl r2 rl
b="ah _ 41 67(102),
ka 2

la fonction de transfert entre u et v en fonction de f
est

V_ o, r;bf

u u as’+as’+as +a,

3-15 La partie stable de la caractéristique mécanique
d'un moteur a induction triphasé, alimenté par une
tension efficace V volts et une fréquence f Hz telles
que V/f = 6 volts/Hz, peut étre approximeée par le
segment suivant dont la pente est k = -0.01
Nm/(tours/min) et la vitesse de synchronisme est €
= 60f tours/min.

I'm Nm

» Q) tr/min

Qs

10
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Déterminer en fonction du couple résistant T,
compris entre 0 et 10 Nm, la tension V qu'il faut
appliquer a ce moteur pour que la vitesse en régime
permanent soit égale a 1500 tr/min.

L’équation de la droite est
I, =—k(Q,-Q).

A I’équilibre, T'm = Ty et Q = 1500 tr/m. D’ou
I, =0.01(60f —1500) = 0.01(60(V / 6) —1500)

=10V =100I", +1500 ou V=10TI", +150 volts.

Selon la charge T, la tension sera comprise entre
150 et 250 volts et la fréquence entre 150/6 = 25 Hz
et 250/6 = 41.67 Hz.

3-16 On considére un
moteur dont le bobinage du
rotor est le méme qu'un
moteur a induction mais que
son stator ne comporte que
deux bobines aa' et bb'
décalées dans l'espace de 90°
et alimentées par deux
tensions v, = Vpcosot et ve = Vsinot appelées
respectivement principale et de commande.
a) En écrivant les inductions moyennes des deux
bobines aa' et bb' sous le forme complexe

Bp = Bmee (ejwt)! Bc = cheﬂnlzﬂe (ej(mtfn/Z)) ’
Bpm > Bem > 0, montrer que leur résultante B, est la
somme de deux inductions B; et B, tournant en sens
opposés avec la méme vitesse o.
b) Montrer que l'extrémité du vecteur B, décrit une
ellipse et que son argument o varie en fonction du
temps selon la relation tgo. = —(Bcm/Bpm)tgot. Est-ce
que le flux résultant sera tournant si Bpm OU Bem
s'annule ?
c) Par analogie avec la formule (3-26), écrire
I'expression du couple I'y créé par By et celle du
couple T'; créé par B,. Représenter dans le méme
plan en fonction de la vitesse Q du rotor I'allure du
couple T’y et celle du couple I'; ainsi que la
caractéristigue mécanique I'm de ce moteur. On
suppose que la résistance du rotor est R, > L.

Solutions des exercices

B,=B, +B
e - )
=B,, cosot+ B, (-])sinot.
En posant A = Bpm + Becn et B = Bpm — Bem,,

I’égalité précédente s’écrit

B, = ATB osot-2=B jsin ot
:%(cosm—jsin mt)+g(003mt+jsin t)
=B, +B,

avec

B, _Agi g B, _Ben
2 2

B, est un champ d’amplitude A/2 tournant & la
vitesse o dans le sens horaire,

B2 est un champ d’amplitude |B|/2 tournant a la
vitesse o dans le sens trigonométrique.

D’apres (1), I’abscisse de B,

I’extrémité de Br est X = BpmCOSmt @'A
B/

et son ordonnée est y = —BemsSinmt.

D’ou
2 2
Bpm ch
L’argument o de By vérifie
B
tgazxz—ﬂtgwt. (2)
X B

pm
L’angle a ayant le signe de —wt, la résultante B; et le
rotor tournent comme B dans le sens horaire. Si
Bem =0, 0n a o = 0 et By reste sur I’axe de la bobine
aa’ et si Bym = 0,0na o =+90° et Br reste sur I’axe
de la bobine bb’. Dans les 2 cas B, n’est pas tournant
et ne développe pas un couple sur le rotor.
Le couple moteur est la somme des couples T'; et ">
développés par les inductions B; et B,. Nous savons
(3-24, 3-25, 3-26) que B; développe dans le sens
horaire un couple I'; lié au glissement,
Q. -0
9.= Q. Q =0,

r, 2
1—‘lmax glmax /gl +g1 /glmax

1(VY R
avec rlmaX:Z[apj et glmaxzﬁ.

S

est

Akram Ghorayeb
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La rotation de B étant opposée a celle du rotor, le
couple T'; et la vitesse de synchronisation Qs sont
négatifs. D’oti

Q+Q 20 -Q +Q

= = 2—
2 Qs Qs gl
ot r, 2
1—12mir1 mein /gz +gz /92min
2
\Y
avec 1—‘Zmin :_i[acj et O2min :2_glmax'

La figure suivante représente les variations de I'1, I">
et de leurs résultante T" en fonction de g1 (> 0).

01

La figure suivante montre la variation de la
résultante I' =T"; + I", en fonction de la vitesse Q =
(1 - g1)Qs pour différentes valeurs du couple
maximum Cm = |I"2min| du bobinage de commande.

30
20 [ Cm=0
ol \ ]
16
0
£
=z
2 .10t 24
>
o
© 20| 32
B 40
48
-30 F <
_40 | ]
-50
-Ws- ] Ws

Vitesse tours/sec

Pour un couple résistant donné, la vitesse diminue
guand Cm (ou V.) augmente. Remarquer aussi que
dans la région ou I' et QQ sont de méme signe
(puissance positive c.a.d. régime moteur), les
caractéristiques sont presque paralléles et peuvent

étre approximées par des droites d’équations I' = —
kQ + (a— V) ou k et a sont des constantes.

Akram Ghorayeb

Solutions des exercices

3-17 A laide d'un moteur & deux phases (voir
exercice 3-16) et d'un engrenage de rapport de
réduction n = 12, une porte de garage dont la
longueur est 3 m tourne autour d'un axe horizontal
situé a 2 m de I'extrémité inférieure de la porte. Sans
le contrepoids fixé a son extrémité supérieure, la
masse de la porte est m = 120 Kg.
_Contrepoids

[FRIFEET, TR R R TR, A

Im

Mot 1217: """"""" ;\_:Eé

ve~S [ 1

Pour une tension principale efficace V, constante et
pour chaque tension efficace de commande V., la
caractéristique mécanique du moteur est presque
linéaire, de pente indépendante de V. valant 0.01
Nm/(tr/min) comme le montre la figure suivante.

2m

\4

A
20 T'm (Nm)
10
2000 —1000 L0
50 1000 2000 (tr/min)
00 10

a) Déterminer la masse du contrepoids pour que le
couple résistant soit nul et calculer le moment
d'inertie J, de la porte munie de son contrepoids.

b) Le moment d'inertie de I'arbre moteur est J; =
0.025 kgm? et le facteur de frottement global ramené
a l'arbre moteur est ¢ = 0.5 Nm/(rd/s). Déterminer la
fonction de transfert Q/V., 0 étant I'angle que fait la
porte avec la verticale.

En prenant g = 10 m/s? le
moment a [Darticulation de la
partie inférieure de la porte est
—80(10)(1)cos6 = —800c0os6 Nm
est celui de sa parie supérieure
est 200cos6 Nm. En désignant
par m¢ la masse du contrepoids, son moment est
10mccos6 Nm. Le moment résistant sera nul si

1m /1/2m

12
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10m_ +200—-800=0=m_ =60Kkg.

Le moment d'inertie du contrepoids par rapport a
Iarticulation est 60(1%) = 60 kgm?. en posant m la
masse par unité de longueur de la porte, le moment
d’inertie de sa partie inférieure est

i 2° 22 8 320, .,

! X “dx_“§_3“§_§m_T kgm-.
Le moment d’inertie de la partie supérieure est

320 40

Donc J2=60+T+?=180 kgm?.

Les caractéristiques étant linéaires, elles vérifient
des équations de la forme
Q
I, 100 +I,

ou Ty est le couple de
démarrage. 20
Ces caractéristiques 104>
montrent d’autre part |

que  Tq dépend O b TV
linairement de V. -10+-------- ' i
comme le montre le _pgl_________.) .

graphique ci-contre. On
a donc

r,=-2v 0o -2 _ 20y o
100 100 100

Le couple I'm entraine I’inertie équivalente Jeq du
rotor et de sa charge ramenée au moteur et
compense le frottement. Or

1 1
Jo =3+, =0.025+—-180=1.275 kgm®.
n 12
D’ou
—ﬁ—ﬂvc+20=1.275d—9+0.59
100 100 dt
~20-0.2V, 100-V,
1.275s+0.51 2.55+1

Solutions des exercices

a) Que vaut la vitesse du rotor ?

b) La charge branchée au générateur absorbe un
courant efficace Is = 60 A par phase. Que vaut V, si
le facteur de puissance cose = 0.8 avec ¢ >0 ?

Q=—1tr/sec ou Q=
p

50(60)

=1000 tr / min.

Le diagramme ci-contre
d’un générateur montre que
X212 =V?+E2-2V,E, cosd
et E,sind=X_l, cosy.

La deuxiéme  équation
s’écrit

E,sind=X_l, cos((d+¢)
=X,I,(cospcosd—sinesind)
s tgS= Xl cos$p
E, + Xl sine
Sig@>0, sing=+1-0.8=0.6.
_ 1(60)(0.8)
~ 280+1(60)(0.6)
De la premiére équation on déduit que V. vérifie
V? —2(280)cos(8.6)V, +280%* —60% =0
dont la solution est

=0.15=>56=8.6°

232V
V, =280(0.99) +/280%(0.99? ~1) + 60 = { ou
322.36 V

3-18 La réactance synchrone d'une phase d'un
générateur triphasé synchrone a 3 paires de poles est
Xse = 1 Q et sa résistance Rs est négligeable. La
vitesse Q2 du rotor et son courant I, sont ajustés de
sorte que la fréquence soit f = 50 Hz et que la
tension efficace a vide (courant nul) de chaque
phase soit de Vs = 280 V.

Akram Ghorayeb

3-19 Le stylet d'un enregistreur est entrainé par une
courroie entourant 3 poulies identiques chacune de
moment d'inertie J et de rayon r. La rotation des
poulies est effectuée par un moteur a courant
continu commandé par son courant d'induit comme
le montre la figure.

SR ¢

ASVA

13
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La masse du stylet est m, le module d'élasticité de la
courroie est A, l'inertie du rotor est Jm, la résistance
de l'induit est R et la constante du couple moteur est
ka. En négligeant les frottements, l'inductance de
I'induit et les pertes par courant de Foucault, écrire
les équations d’état de ce systéme d’entrée la tension
u appliquée a l'induit du moteur et de sortie le
déplacement x du stylet.

Mouvement du stylet.

d*x
mﬁle—Tz. (1)

Equations des tensions de la courroie
dT, =A(ro, — X)dt, (2)
dT, =A(X—rm,)dt, 3)
dT, =A(ro,, —re,)dt, (4)
dT, =A(ro, —ro, )dt. (5)

Equations des vitesses.

do

d_tl = (T3 _Tl)ra (6)

do

de=@—ﬂﬂ (7)
%m%:FWJE—EN,%:J%% ®)

Couple moteur

Fm = kaia = ka u_eb
u—-k,o
:ka Rb m’ kb= a (9)
En posant

X, =X, X,=X,

les équations d’état du systeme se déduisent
directement des équations (1) a (9).

X =AX+Bu

avec

Solutions des exercices

10 0 0 0 0 0 0 0
00 ml -_m1l o 0 0 0 0
0-A 0 0 0 0 A 0 0
0Or O 0 0 0 0 -ar O
A_|0O0 O 0 0 0 -ar 0 r
00 O 0 0 0 0 Ar —Ar
00--1 o w1l o o0 o 0
00 o0 1l o -nlo o 0
00 O 0 —rng rJe—l 0 0 —kgR—l

-
X =(X; Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xo)

B=(00000000k,R)

3-20 Un porte-outil est entrainé par un moteur a
courant continu qui tourne (dans un sens ou dans
l'autre) une vis sans fin de pas p (distance entre 2
spires). Sous l'action de l'outil et de sa propre
élasticité, la piéce en usinage fléchit Iégerement et
se comporte comme une masse retenue par un
ressort de raideur k et un amortisseur de facteur c.

Porte-outil Flises K

Moteur Vis sans fin

Le moteur commandé par son courant d'induit i, a
un facteur de couple ki, une résistance d’induit R et
le moment d’inertie de son rotor avec la vis est J ; le
porte-outil et la masse entrainée ont ensemble une
masse m. En négligeant les frottements, I’inductance
de l’induit et les pertes par courant de Foucault,
déterminer la fonction de transfert x/u ol x est la
flexion de la piece et u est la tension appliquée a
I'induit du moteur.

En désignant par f la force exercée par la vis sur le
porte-outil, on a :

2
md—Xzf—kx—cX. @
dt2

Effet de la rotation de la vis

Par réaction, la force f applique sur la vis un couple
résistant I'.. Si 1’on néglige les frottements, le travail
de T, par tour de la vis sera égal au travail de f par

pas, c.a.d. 2nl, = fp, d’ou

Akram Ghorayeb
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15  MD3- Modélisation des moteurs Solutions des exercices

fo2mp

P | )
et fdx=Cdo= =P ¢
21

Rotation du moteur

En désignant par I'm = Kals, On a :

. u-e
1—‘mzkalazka °

au_kf‘Qsz—Q+Fr
R dt

:rrzﬁu_ﬁ(‘]w_x+ﬁd_xj
R pldez Rt

=k

Fonction de transfert

Tenant compte de (2) et en remplacant dans (1), on

obtient :
d2x dx (2n)'(.d2x k2dx) 2nk
M—+kx+Cc—+| — | | J—+ 22— |= 2 u
dt2 dt dtz R dt PR
2
med—x+ced—x+kx=au
dt2 dt
avec
2
m, :m+[ﬁj J, a:znka, c, =c+Raz.
p PR
La fonction de transfert est donc
X a

u mgs2+cs+k’

I ———————————————
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