CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

CMo-1 Transformée de Laplace
et systémes linéaires.

EXERCICE 1-1

Soit g(t) la fonction qui vaut sinwt entre 0 et /o et
0 ailleurs. Déterminer sa transformée de Laplace
1) A partir de la définition de cette transformée.

2) En employant la propriété (1-19) de la fonction
tronquée.

1)
o i ;
ejmt_e—Jmt
fM)]= [ ———e-=dt
™5

/o

:i_ J‘ (e-G-io)t — g-Gs+io)t)dt
2j 5

. m/® . /o
1 e-(s—jo)t | e-(s+jo)t |
+

:2_j _S—jm|o S+j03|0

()

=—(1+eo),
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2)
f(t) =sinot-1(t — n/ w)sin ot

= L[f(t)] = L(sinot) —e-s7oL[sino(t + n/ )]
(O]
$2 +

=L£(sinwt)(1+esve) = (L+ e-snlo)
(02

EXERCICE 1-2

Tenant compte du résultat de I’exercice 1-1,
déterminer la transformée de Laplace de la fonction
sinusoidale redressée [sinwt|, t € [0. o).

()

Lg()]=

= [ ()] = —2 T

52 + 2 1_e—snlco '

ol RO VAN AN
Tzn/o).s e /\/\/

EXERCICE 1-3

Tenant compte du résultat de [’exercice 1-2,
déterminer la transformée de Laplace de la dérivée
seconde de la fonction sinusoidale redressée |sinwt|,
t € [0, o), représenter son graphe et interpréter le
résultat.

Solutions des exercices

o l+eswo ,
ff (] = — —, f(0)=0,f'(0) =0
S2 +w? 1—g-swo

L[ (O] =s2L[f (1)] - (0) —£'(0)
=s2L[f ()] - 0 =[(s? + ©?) - ?][f ()] - ®

®2 1+ e-st/o
=l l- -
S2 + @2 1— e-st/o

Interprétation
-sn/®
CIF"(t)] = —o2 L[F (1)] + m(“ ¢ —1j
1—e-stlo
e-st/o
— —w2r[f ()] + 20
1—e-snlo
- —(DZL[f (t)] + Zm(efsn/m + e-s2n/o 4 @-s3n/o 4 .. )

(1)
En effet,

g'(t) = wcoswt, t [0, 7/ w) = F'(t) = oaéog[(n,w(t)

/W 27/ w 3/ w

Dérivee de f

La dérivée d’un saut étant une distribution de Dirac
d’amplitude 2w, on a:

£7(t) = [—@z k§Osin ot —kr/ oo)}
=| %,—J

knlost<(k+l)n/o

+ 20 éé‘)(t—kn/co)

LIF" ()] = —w2£[f ()] + 20 éle—skm«».

La méme expression que (1)

20 20 20
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Akram Ghorayeb



CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

EXERCICE 1-4
Déterminer £[tcos wt] et £[t*coswt] en appliquant

L£(t"e ™) =nl/ (s+0)"" (voir (1-28) et (1-11)).

E[t Ccos (,Ot] = %L(tejm + te*jmt).

T S
2\ (s—jo)*  (s+jo)’
s — o’

:m.

1 |
L[tz Ccos (Dt] = EL(tzejmt " tze_mt)_

1 2! 2!
=t
2\ (s-jo)*  (s+]jo)’
(s* +0°)®
avec A(s, jo) =s° + 3jos? —3w’s — jo.
2s(s* —30?)
S+’

= [[t*coswt] =

Solutions des exercices

Donc

1_3/4 _5/4 (U/4)6+D-1/4

f(S)zg_(s+1)2 s+1 (s+1)2+4

et 1.
f(t) =1—T{(3t+5)—(0052t —Esm ZtH.

EXERCICE 1-6
Déterminer la fonction de transfert G(s) = y(s)/u(s)
du circuit suivant.

1F
|
|

10 10
—AAW WA~ o
i1 i2 E
u ! 20 P! 2Hl y

EXERCICE 1-5
Déterminer l'inverse f(t) de
25+5
f(s)= .
©) s(s+1)*(s* +2s+5)

A B, B, Cs+D
—+ +

f(s)= .
© s (s+1)° s+1 s°+2s+5
A=sf(s)._, =1,

3
— 2 -
B, =(s+0*f()], =,

d e
B, =—(s+1)f(s
1= 6+

_ 25(s% + 25 +5) — (35% + 45 + 5)(25+ 5)|

s°(s* +2s+5)°

_2()-(HB) _-5

4? 4

C=limsf(s)~A—-B,=0-1+5/4=1/4,
C+D

|s=—1

fQ)=A+B,/4+B,/2+

A(8) 2 4 4

Les équations des deux mailles :
(1+1)i1 +2(i, —1,)=u,

s
L+ 2s)i, +2(i, —i,) =0.

ou (3+})i1—2i2 =u,
S

—2i; +(3+2s)i, =0.
(3s+1) /s u
0

. -2 2su
=l =i T Bs?+75+3
()(3+2$)—4
S
1 2
:G(S):X:%lz: 4s .
u u 652 +75+3
EXERCICE 1-7

Le systéeme suivant a deux entrées, les forces u; et
Uy, et deux sorties, les déplacements yi et y. des
masses. Pour m; = 1 kg, mz = 2 kg, ki =1 N/m, k
=3 N/m, et c = 2 N/(m/s), déterminer la matrice de
transfert de ce systéme.

k2 y2
AAAA
Uy
my U
W
k1 J _(|3_|
Y1
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

Les équations des mouvements des masses sont :
m,s?y, =u, — k1y1 - C(Syl _Syz)

m,s?y, = U, —K,y, —c(sy, —sy,)

ou

§2+2s+1 —23 Vil _[u,
-2s  2s2+2s+3)\y,) \u,

(W) o(sr+2sHl =2 Yy,
Y, -2s  2s2+2s+3) \u,
ou y=G(s)u avec

_1(2s2425+3 25
GE) _X( 2s s? +25+1)

A= (5% +25+1)(2s2 + 25 + 3) — 4s2
=284+ 433 +552 + 7s+ 3.

EXERCICE 1-8

On considére le systéme de l'exercice 1-7. Définir
ses variables d'état et déterminer les matrices A, B,
C et D de ses équations d'état.

Les ressorts emmagasinent de 1’énergie potentielle
caractérisée par X1 = y1 pour ki et X3 =y, pour Ka.
L’énergie cinétique des masses sera caractérisée par
X2 = dyi/dt pour m; et x4 = dy./dt pour ma.

1 2
xzzi[ K,X, —CX, +CX, + U, ]
1
X, =X,
x4—i[cx2 K,X; —CX, + U, |
m2
ou
%) (01 0 0)x) (00
% |_|-1-2 0 2|x| |1 0 |u
X, 100 0 1{x;01 |0 O [\u,
X, 0 1 -3/2 -1){x, 01/2
A B
Xl
Yi|=(1L000} x| 5_(00
y,) \0010)] x5 | 00
%,—/ X

Solutions des exercices 3

G(s) = C(sI-A) B.
avec (sI-A) 1= adj(sI-A)/det((sI-A).

s -1 0 0
|1s+2 0 -2
SI=A=l0 0 s
0 -1 3/2s+1

det(sl —A) =s[(s+2)(s2 +s+ 3/ 2) — 25]
+(s2+s+3/2)

:%[(SZ +25+1)(252 + 25 + 3) — 4s2] :%

Les éléments de ’adjoint d’une matrice sont les
cofacteurs de la transposée de cette matrice.

s 1 0 O
-1 2 -1
6-Ar =55 S 5
0 -2 -1s+1
s2+s+3/2 S
el _| s(s?2+s+3/2) s?
adj(sl -A)B= s (52 +25+1)/2
s2 s(s2+2s+1)/2
_Cadj(sl-A)B  1(2s24+25+3 25
=CE)=— =37 25 s42s+1

EXERCICE 1-10

L'entrée du systéme représenté ci-dessous est la
force u appliquée au cylindre et sa sortie est le
déplacement y du chariot. La résistance a
I'écoulement a travers le robinet est R = 10°
Pa/(m?/s), la section du cylindre est S = 102 m?, le
facteur du frottement visqueux entre le piston et le
cylindre est ¢ = 200 N/(m/s), la raideur du ressort
est k =500 N/m, la masse du chariot est m = 200 kg
et on néglige les masses des autres éléments.
Construire un graphe liant u a y et déduire la
fonction de transfert de ce systéme.

X y<—|
-] <« U

=~

%

P

EXERCICE 1-9
Retrouver la matrice de transfert de ’exercice 1-7 a
partir des équations d’état de I’exercice 1-8.

- Le mouvement y de la masse m est lié a la force
appliquée au piston.

Akram Ghorayeb
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

- La force sur le piston provient du frottement et
de la différence de pression AP = P; — P2 dans les
compartiments du cylindre.

- La différence de pression dépend du débit q a
travers le robinet c.a.d. de la vitesse relative de la
masse par rapport au cylindre.

- Le frottement dépend aussi de cette vitesse

- Le déplacement x du cylindre esr égal a celui du
ressort qui équilibre la force u, I’action des
pressions dans le cylindre et le frottement.

Le graphe suivant précise les relations précédentes.

-1
‘!'—SS d-R AP S\
O—————0

O O Q

sS

Le graphe est constitué de 2 chemins, 1’un direct et
’autre passe par cs. Chaque chemin touche les trois
boucles et chaque boucle touche les deux autres.

G(s) = y_ C,+C,
u 1-B,-B,-B,
B (RS2 /km)st +(c/km)s
T 1+ (c/m)st+ (RS2 / m)st + (RS2 / k)s
~ (103 /105) + (200 /105)
~ 5+(200/200) + (103 / 200) + (103 / 500)s?
~ 0012 m
252 +5+6 N

EXERCICE 1-11
Retrouver le résultat de Il'exemple 1-17 en
appliquant la méthode de Cramer.

S F—=>v» > v1
2, 1, m k
u @ VWA
T Jf e |m %
ms OO

Vs

Le moment de la force f qu'exerce la remorque sur
le rouleau est fr=—I8 ol © = (y, — ya)/r d'ou
f=(/r*)(y,-V,). Tenant compte de cette

Solutions des exercices

relation et en appliquant la loi de Newton aux 3
masses, on obtient :

(ms® +cs+K)y, =csy, +Kky, +u,,
[(m, +1/r?)s*+ K]y, = (I/ r*)s’y, + ky, —u,,
[(m, +1/r?)s’+cs]y, = (I/ r*)s’y, +csy,.
En posant
D, =m;s’ +cs+k,
D, =(m, +1/r?)s*+k,
D, =(m, +1/r?)s*+cs,
les équations précédentes s’écrivent sous la forme :

D, -k —Cs A u,
-k D, —(1/r2)sz ||y, |=|—u, |
—cs —(1/r2)s2 D, Y, 0

Déterminant de la matrice.
D,(D,D, —12s*/r*)
—Kk(kD, +cls® / r2) —cs(kls2 / r2 +¢D,s)

24 3
-D,D,D, —k?D, —'—le _ oD, — 2K _
r

7(S)
Les sorties.
1 [ U -k —CS
Yy, =——| —U, D, —(1/r2)s2
S| 0" —(1/r2)s2 D,
_ Uy (D,D; —12s% [14) +u,(-KD, —cls® / r2)
n(s)
1 (D1 u —CS
y,=——| -k —u, —(1/r2)s2
mS)|—cs 0 D,
Uy (kD, +cls®/r2) —u,(D,D, —c?s?)
n(s)

1 Dl -k u,
Yi=—=| K D, —U,
T(S)| —cs —(1/r2)s2 0
_uy(kIs2/r2 +cD,s) +u,(-D,s? /r2 —cD,s)

n(s)

La premiére colonne de G(s) se déduit des
expressions des sorties en annulant u et la
deuxieme colonne en annulant us.

1 (DyD;—12%s4/r4 —kD, —cls® /r?
G(s)=——| kD, +cls?/r2 -D,D, +c2s?
n(S)| kis? /12 +cD,s —D,s2 /2 —cD,s

Le méme résultat obtenu par la méthode de Mason.

Akram Ghorayeb
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

EXERCICE 1-12

Construire le graphe des équations du circuit
suivantt ('exemple 1-11) et retrouver sa matrice de
transfert.

Les boucles
B--= B--- pg-__t
Rl RZ

B, et Bs ne se touchent pas.

A=1-B,-B,-B,+BB,
R, +R, 1 L
+ +
R,R, R,Cs R,R,C
_LC(R,+R,)s?+(L+R,RC)s+R;  m(s)

=1+1Ls

Solutions des exercices

1-B,-B; LCs?+R,Cs+1

C11811 =

R, R,R,Cs
Ls Ls
Cizsiz + C1228122 = (1_ Bz - Bs) + R_l =A- RlRZCS
Ls
C1216%1 + C%lsgl =A- RlRZCS ,
1-B Ls
C1226122 +C§25§2 == Cs L — RZCS
B (R, +R,)Ls+R,R,
R,R,Cs '
La fonction de transfert est
G(s) = 1 (LCs®+R,Cs+1 (s) - Ls
n(s) Ls—m(s) (R, +R,)Ls+R,R,

La méme que dans I’exemple 1-11.

EXERCICE 1-13

Déterminer la fonction de transfert du circuit
suivant, représenter son graphe et construire sa
réalisation a partir de ses équations d’état.

R,R,Cs " R,R,Cs
Les chemins

o 1
-
1
2 —AM
11 —‘
uo—lw\m—vwv_{ y
1
ZP

=-V=—LUu
y 2,

_ (2s+D)/[(s+Ds] 26 41
P25+ /s]+1/(s+1) (2s+1)(s+1)+s
Zs:2/(2S+1)+(S+1)/S:25+(23+1)(S+1).

s(2s+1)
G Yo_ s+l S(%s+])
u (2s+1)(s+1)+s 2s+(2s+1)(s+1)
_ 4383 + 432 +5
(252 +4s +1)(2s2 +5s +1)
483 + 452 +5

T Ast +185° + 2452 + 9541
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

Graphe

G(s) = S1+52+(1/4)s3

1+(9/2)s1+6s52+(9/4)s3+(L/4)s

Equations d’état

1 X
X, ==X, => X, =—s1| =24
1 4 4 1 I: 4:|

. 9 1 a X4 U

X3 =—X5 +6X; —U= X3 =-§" x2—m+u

. 9 a Xy

2/9

Lir

1
u

1 4%1 13
NENr

4/9
43 1/6 =

Solutions des exercices

est situé dans un plan vertical. Le frottement entre
le piston et le cylindre est visqueux de facteur c et
on néglige les masses des autres pieces. On admet
que l'air dans le cylindre est un gaz parfait de
température T et de nombre de moles n constants.
Le bras est activé par un couple t autour de I'axe o.
Soit d la distance entre o et le la masse m quand la
pression P dans le cylindre est égale a la pression
atmosphérique P, et soit y le déplacement de la
masse par rapport a cette position.

1) Ecrire les équations différentielles liant y et
I'inclinaison 6 au couple .

2) On désire maintenir le systeme en équilibre avec
une inclinaison du cylindre de 64. Quelle valeur doit
avoir t et que sera la valeur de y ?

3) Linéariser les équations du systeme autour de ce
point de fonctionnement et déduire la fonction de
transfert entre y et t.

EXERCICE 1-14

Le bras dun robot, constitué d'un cylindre de
section S muni d'un piston entrainant une masse m,

1)

g/_dé;ﬁe_n_d_aé la pression, de la composante de la

pesanteur selon 1’axe du piston et du frottement.
nRT =P,Sd et PS(d +y) =nRT

my = (P —P,)S—mgsin6—cy

= my+cy+mgsind = P.Sd -PS
d+y

-y
=pS— (1
STy @

Rotation 0

6 dépend de t et du moment de la pesanteur en o.
J0=t-mg(d+Yy)cosh, J=m(d+y)2
= m(d+y)20+mg(d+y)cosd=1 (2)

2)
A 1I’équilibre les dérivées de y et © s’annulent. D’ou

(1) » (d+y4)mgsin0y =—P,Sy,

dmgsin 6
e
P,S+mgsin 0,

(2) > 14y =(d+yy)mgcosby.
3)
Onposey=y—yd, T=T—14€t 0 =0—0q.

Akram Ghorayeb
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

d
my +cy + (Mg cos0y)0 =—P,S| ————
Y +cy +(mgcos6y) 2 {(d+yd)2Jy

ou
Tg

PaSd y+ 0=0. (3)
d+yy

my +cy +
(d+yg)?

Sachant que 64 =0,
m(d +y4)26 + (mgcos64)y
—[mg(d+y4)sin6,]16=1. (4)

En posant

P,Sd Ty
= , B= , u=m(d+yy)?
S @y Panyy MmO
d=mgcosOy, y=mg(d+y,)sin0y,

les équations (3) et (4) peuvent s’écrire sous la
forme

(msz +SCS +a “SZB+ y)(%’) _ ((T))

La relation entre y et t est donc
0 B ‘

T us? +y

(ms? +cs+a)(us2 +y) — 5P

— G(s)=- b .
(ms2 +cs+ a)(us? +y) — B

AUTRES EXERCICES ET COMPLEMENTS

Solutions des exercices

a) f(t) est périodique de période 2 et de fonction de
périodicité
gt)=1(t)-U(t-) + (t-D[Ut-1) -Lt-2)]

=1(t) + (t-2)L(t-1) — (t -1t - 2).

Sa transformée de Laplace est

L[g(t)] = % res[ Lo }j _e2s (i " EJ

s2 s 2 s
_S—(s—Des—(s+le>
_ : |

= i) =2=C _312)?1i ;(zss;l)ezs .

b) f(0) =0 d’ou la transformée de la dérivée est
s—(s—Des—(s+le2
clh(t)]=sc[f(t)] =
[ (t)] =SLIf (1)] o)
_(-es—e2)+(1/s)(es —e %)
(1-e2%)
h(t) est périodique de période 2 et de fonction de
périodicité
g, (1) =08(t) —d(t—1) —8(t —2) +1(t —1) —1(t — 2).

Remarquer que les impulsions en t = 2 s’annulent.

1-16 Calculer
L[[coswt)/t] et £iLn(as+1)]

1-15 On considére la fonction f(t) représentée sur la
figure suivante.
A

1

1 2 3 4 5

a) Déterminer sa transformée de Laplace (a noter
que f(t) = 0 pour t < 0).

b) Ecrire I’expression de la transformée de Laplace
de sa dérivée h(t) = df(t)/dt. Déduire I’expression de
h(t) et représenter la graphiquement

Akram Ghorayeb

a)
S d
1t (O] = £leosot] = ———- == £[F (0]
sds
:»L[f(t)]:-js2 —

— _l d_V: Ln(v—l/Z),
27 v

1

b)
L[f()]=ccLln(as +1)]=Ln(as +1).

V=52+@?
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

L[tF ()] = —%Ln(as +1) = il

— [Jtf (1)] = —ﬁ — tf (t) = —e-t/a

e-t/a

= f(t)=-

1-17 Pour le systéme ci-dessous (représenté de face
et de profil), my =6 kg, ma =4 kg, k=1 kN/m, c =
1 kN.s/m, R = 10 cm. La masse de la poulie est M
=2 kg, son moment d’inertie est J = 0.1 kg.m? et le
frottement entre la poulie et son axe est visqueux de
facteur ¢, = 2 Nm/(rad/sec). z est I'élongation du
ressort et y est la position de m;. On suppose que la
corde est inélastique et on prend g = 10 m/s2.

1) Déterminer les valeurs zo et T'o de z et du couple
I" quand le systéme est au repos. Soit Yo la position
correspondante de m.

2) Enposantzy=z—2zo, Th=T —-Toetyi =y — Vo,
écrire les équations différentielles liant T'; a z; et a
la rotation 6 de la poulie.

3) Déduire la fonction de transfert y1(S)/T1(s).

4) Déterminer l'expression de la vitesse v(t) de m;
quand T"1(t) = 20[1(t)-1(t —2)]-201(t-2)-1(t —-4)]
et représenter v(t) en supprimant les termes
négligeables.

1) A I’équilibre le ressort supporte le poids de la
poulie et des masses, d’ou

kzo =(M+m; +m,)g
~(M+my+m,)g 120

=Zy= = =0.12 m.
k 1000

Le couple I'o équilibre les moments des masses au
centre de la poulie.

Solutions des exercices

'y =(m; —m,)gR =(20)(0.1) =2 Nm.

2) On distingue dans ce systéme 3 mouvements : la
rotation de la poulie, sa translation verticale et les
translations des masses par rapporte a la poulie.

Rotation de la poulie
Désignons par T; et T, les tensions de la corde des
deux cétés de la poulie. Ona:

B=T+(T,-T)R—-c,0
ou J0+c,0=T+(T,-T)R. (1)

Translation de la poulie
MZ = (T, +T;) + Mg —kz —cz.
ou Mi+cz+kz=T,+T. (2)

Translations des masses

Le déplacement d’une masse est la somme
algébrique de son déplacement par rapport a la
poulie et de celui de la poulie :

T, —myg =m; (R6-2)

m,g—T, =m, (RO + 2),

. {Tl—Tz = (my = m;)(@~2) +(m; + m;)RD
T+ T, =(my+my)(g-2) +(m, —m,)R6O

En remplagant les expressionsde T1—Toet T1 + T»
dans (1) et (2) et en posant
Jeg =J+(my +my)R?2
=0.1+(6+4)(0.1)2 =0.2 kgm?2 ,
Mg =M+(m; +m;)=2+6+4=12kg,
on obtient :
Jog0+c,0=T—(m;—m,)(g-2)R
=I-Ty+(m;—m,)RZ
= Jgg0+C,0— (M —m,)RZ =T, (3)
et
MeqZ+ €2 +kz =(M+m; +m,)g+(m; —m,)RO
=kzy +(m; —m,)R
= MegZy + €2y +kz; — (Mg —m,)RO=0. (4)

3) La forme matricielle en transformée de Laplace
des équations (3) et (4) est

Akram Ghorayeb
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

0.2s2 +2s —0.252 0)_(T;
—0.2s2 1252 +1000s+1000/\z;) \ O

Le déterminant de la matrice est
A =0.2(s2 +10s)(12s2 +1000s +1000) — 0.04s2,
=5(2.36s3 + 224s2 + 2200s + 2000)

d'ou
I, 0
0 12s2 +1000s+1000[ 12s2 +1000s-+1000
0= = I,
A A
0.2s2+2s Iy
-0.2s2 0| 0.2s2
z, = = I;.
A A
Donc
2
Y =RO-7, = S +1OZS +100 r.

La vitesse v = sy; de m; est

. 52 +100s +100
2.3653 + 22452 + 22005 + 2000

1

Une calculatrice détermine les pdles de v/T'; :
—83.9284, -9.9745, -1.0123.
Or, TI;y(s)= 1(20 —40e-2s + 20e %)
S
Ve s2 +100s +100
2.365(s+84)(s+10)(s+1)

1 (012 N 0.0024 0.12 0.0013

236\ s s+84 s+10 s+1

(20— 40825 + 208

V(s) 0.05(1 - L)(20 —40e-2s + 20e—45)
s s+10

Donc
y, =1-e10t) 5i0<t<2,
y=1Y, =y, —2(1-e0(-2)) si2<t<4,
Y=Y, +(1-e200-9) sit>4,

Vitesse misec

Show Property Ed

Temps sec

Solutions des exercices

1-18 Deux robinets, I'un d'eau salée de débit q; et
de concentration c; kg/litre et l'autre d'eau douce de
débit g, alimentent un réservoir duquel on soutire
un débit connu g. On désigne par m et M les masses
du sel et de 1’eau dans le réservoir.

1) Ecrire les équations d'état liant q; et g2 a la
concentration ¢ du sel et a la masse M dans le
réservoir.

2) Quel est le point de fonctionnement si I'on désire
que la concentration c soit égale a cq et la masse de
I’eau dans le réservoir soit Mg. Linéariser les
équations 1) autour de ce point et déduire la matrice
de transfert.liant ¢ aux entrées.

1) Les entrées du systeme sont les débits gi et go.
Ses sorties sont la concentration c rt la masse de
I’eau dans le réservoir et 1’état du systeme se définit
par les masses m et M. La variation de cet état est
donnée par les équations suivantes :

dm/dt=c,q, —cq,
dM/dt=0q; +0, —Q.

La variation de la concentration ¢ = m/M est alors

¢=@1/M)m—(m/M2)M
=1/ M)[(c,q; —cq) —c(a; +d, —a)]
=1/ M)[(c; —c)g, —ca,]
et

M=Q1+QZ_Q-

En un point de fonctionnement constant les
dérivées s’annulent. D’oU

(€1 —C4)0ig —CqUzq =0.
Oig +029 —9=0.
G —Cy

=0y = = q et gy = q
1d ¢, 2d c
Le point de fonctionnement est donc

pr = (Q1d, G2d, Cd, Ma).

Linéarisation
En posant
U1 = g1—Q1d, U2 = 02—02d, X1 = C—Cq €t X2 = M—Mgyq
ety=c
les équations d’état linéarisées sont :

Akram Ghorayeb




CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

=0

X; ==/ MF)[(c; —C4)d1g —Cqlpg1X,

+(Gyg / Mg)xy +[(c; —¢4) I Mglu; —(cq / My)u,,
Xy = Uy +Uy.
yle.

On remarque que y = X1 ne dépend pas de Xz, d’ou
la variable d’état x; suffit pour déduire la matrice
de transfert entre les entrées u; et u; et la sortie y.
Ona:

[s—(ayq / My)ly =[(c; —Cc4) / My]uy
ou

—(cq I My)u,

Cqy —Cy

| G- U, (s)
y(S)_(MdS—qm MdS—qldj(u;(s))

1-19 La figure ci-contre
représente le principe de la
[évitation d'un train. Un circuit
électromagnétique est constitué
du rail et d'un électroaimant de
n spires fixé au train. Quand
I'électroaimant est parcouru par
un courant i, il est attiré vers le rail par une force f
= ki?/e? ol k est une constante proportionnelle a n?
et e est la distance séparant le rail du sommet de
I’électroaimant (justifier).

La figure ci-dessus représente un wagon flottant

dans l'air au-dessus dun rail qui fait avec
I'norizontal un angle o et avec le wagon un angle 6.
Le centre de gravité G du wagon est équidistant des
électroaimants B: et B, qui sont séparés d’une
distance 2d et parcourus par des courants i et i. La
masse du véhicule est m et son moment d'inertie

10

Solutions des exercices

autour de G est J. (On ne considére pas dans ce
probléme la translation le long du rail mais
seulement le systeme de suspension).

1) La distance séparant la surface d'un
électroaimant du rail étant approximée par la
longueur du segment e; porté par I'axe d’une bobine
et joignant sa surface au rail, écrire les équations
différentielles liant les courants i, et iza I'angle 6 et
a la distance moyenne h séparant les bobines du rail.
2) Linéariser ces équations autour du point de
fonctionnement relatif a h = ho et 6 = 0 et déduire la
matrice de transfert liant les fluctuations us, u, de iy
et i, aux fluctuations y: et y, de h et ©.

Justification de la force d’attraction.

En négligeant les pertes dans le bobinage et le
circuit magnétique, la puissance mécanique fournie
sera égale a la puissance électrique regue :

f % =ui=n d—(pl (1)
dt dt

ou ¢ est le flux magnétique a travers la bobine. Ce
flux est lié au courant par la relation ni = ®p ol ®
est la reluctance du circuit magnétique. Sachant que
la perméabilité magnétique p. dans l'acier est
beaucoup plus grande que celle po dans 1’air, on
a: ®R ~elueS. Enremplacant ¢ = ni/® dans (1) eten
simplifiant on obtient :

gde _ gnizde
dt . "%Tez gt
2
=K sne.

e2
Le signe « — » indique que la force f est attractive
puisqu’elle diminue e.
Les entrées du systéeme sont iy et i, et ses sorties sont
het 6.

L’angle que fait I’axe ¥ (ou I’axe d’une bobine) du
repére lié au wagon avec la verticale est o — 0 et les
bobines sont éloignées du rail de

e, =h-dtgd et e,=h+d.tge.

Le mouvement du wagon selon y (ou h) est

Akram Ghorayeb
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

d2h ki? ki3
m——= + —mgcos(o.—6)
dtz  (h—d.tg6)2 (h+d.tgh)2
Variation de 6
d20  dki3 dki?

dtz2 (h+dige)2 (h—digo)?

2) Point de fonctionnement

En annulant les dérivées de h et 6 et en remplagant
h par ho et 6 par 0, on obtient les équations qui
déterminent les courants i1 et iz qui produisent les
sorties désirées ho et 0 quand o est constant et les
perturbations sont nulles.

hLZ(iIZ0 +1%,) =mgcosa,
0

dk .. )
h—2(||20 —i%,) =0.
0

De ces équations on déduit que
. /mg coso .
10 20 0 2k 0

Nous savons que I’accroissement d’une fonction
f(z1, Z2, ...) au voisinage du point zo = (Z10, Z20, ...)
est Af ~X(3f /6z;), Az;. En remplagant chaque
terme des équations du systéme par son

accroissement au point de fonctionnement (i, ho, 6o
=0), on obtient les équations linéarisées suivantes :

. 2Kiy 2Kig 4kig
Y1 = h2 U, h 2~ h3
2ki 2ki 4dki2
g, =Ko | Ko i0
Yo h? 1 h? 2 hg Yo

y; —(mgsina)y,

qui peuvent s’écrire sous la forme

0 Js2 +da J\y, ,—Up
ou a=4dkiz /h}..

ms2 +a —mgsin oc)(yl): h a/2i10(u1 +u2)
u

Solutions des exercices 11

Les sorties sont donc liées aux entrées par les
relations

y, = hoai%[(\]s2 +da)(u; +Uu,) +mgsina(u, —u;)]

hoya/ 2i
\7) :%(msz +a)(up —up)

ou A=(ms2+a)(Js? +da).
et la matrice de transfert est alors

hoa/ 2iyg (Js2 + da—mgsino Js2 +da +mgsina
A —(ms? +a) ms? +a ‘

1-20 Une barre de masse m, de longueur 2L et de
moment d’inertie J = mL?%/3 est appuyée entre un
plan vertical et un autre horizontal. On néglige les
frottements aux extrémités de la barre et on
applique au centre de gravité G (au milieu de la
barre) une force horizontale u.

)

a) En choisissant comme coordonnée généralisée
I’inclinaison 6 de la barre et en désignant par g
I’accélération terrestre, déterminer 1’équation
différentielle liant u a 6 par les méthodes de
Lagrange et de Newton.

b) On désire équilibrer la barre avec une inclinaison
04 = 45°. Que doit étre la valeur uq de la force u ?
¢) Pourm=3kg, L=3/+/2 m etenprenantg=10
m/sec?, linéariser I’équation de ce systéme autour
du point de fonctionnement pr = [ug, O4] et déduire
sa fonction de transfert.

L’énergie cinétique est la somme des énergies
cinétique de trans lation et de rotation :

1 1. mL*

W, ==m|vf +>30°, J=—mou.

2 2 3

Akram Ghorayeb
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

Or

=Lsin0=x=(Lcos0)0 .
x=Lsin6=%=(Lcost) V=X Y =0
y=Lcos6=y=—(Lsin06)6

N2 2
Donc W, =% mL? (6 +%) _2mb g

L’énergie potentielle est W, =mgL cos6 .

Equation de Lagrange
8 (swc j_eswc W

st\. o0 ) 50 80 °

2, oW
EKSWCJZA'mL 0, oW, =0, —2=-mgLsin®
ot\ 60 3 o0 00
et e, =—uLcoo.

:%ézmgsin 6—ucof.

Soient x et y les coordonnées de G. Comme les

frottements aux extrémités de la barre sont

négligeables, la réaction Ry du sol est verticale et la

réaction Ry du mur est horizontale. D’ou la

translation de G est donnée par les équations
mX=R,-u et my=R,-mg.

Mais

X =Lsin6

= mX = mL[(cos0) — (sin0)2] =R, —u, (1)

et

y=Lcoso

= my = mL[—(sin8) — (cos0)62]=R, —m (2)

L’équation de la rotation autour de G est
.. 2.,
3= 6 _R,Lsino—R, Lcoso.
3
En multipliant (2) par Lsin6 et (1) par Lcoso et en
soustrayant, on obtient :

2. )
%6 =-mL20 + mgLsin6 —uLcos6
:ﬂ;ézmgsine—ucose. (3)

b) A Iéquilibre les dérivées s’annulent et
I’inclinaison O sera égale & 04 = 45° si

Akram Ghorayeb
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U=mg = Ug.

c¢) En posant
0=0-04 et G=u-uyg,
la linéarisation de (3) est

%é = (mgcosB,)0 — (cosB, )i + (uysinB,)0

et en remplacant les constantes par leurs valeurs, on
obtient :

(12//2)6 = (30&)@—720
ou
(1252 —60)0(s) = —i(s)

0) 1
i(s) 12(s2-5)

=g(s)=

1-21 Un rotor, de masse m et de tenseur d'inertie Jg
=diag(l, I, I,) par rapport a son centre de gravité G,
tourne autour de son axe k avec une vitesse
constante Q. L'axe k, attaché a une articulation P
peut tourner autour de la verticale ko passant par P
ainsi qu'autour de I'axe i perpendiculaire en P au
plan (k, ko). La distance entre P et G est d.

1) Ecrire les expressions des composantes de la
vitesse de rotation ® du rotor ainsi que les
composantes de la vitesse absolue v = V(G) de G
dans le repére R = (G, i, j, k).

2) Appliquer la méthode de Lagrange pour déduire
I'équation différentielle liant la rotation y du rotor
autour de Ko a sa rotation 6 autour de i.

3) Déduire que si 6 = rt/2, le rotor tourne autour de
la verticale avec une vitesse angulaire mgd/I,Q2.

O |
Qe

12
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CMo-1 Transformée de Laplace et systémes linéaires

1)
Vitesse de rotation dans R

La figure montre que la vitesse de rotation est
o = 0i + Qk + ik, (1)

Pour écrire cette vitesse dans le repere R, il suffit
d’exprimer le vecteur ko dans ce repere. Or ko étant
orthogonal a i, il est dans le plan (j, k). D’ou ko =
(sinB)j + (cosb)k et en remplacant dans (1), on
obtient :

©=0i+ (ysin0)j+ (Q +y cosO)k. 2)

Vitesse de translation dans R
On voit sur la figure que 0G = (OP)ky +d.k .
Sachant que (OP)ko est constant, on a :
doG | dk
v=——=d.—.
dt dt

La longueur du vecteur k étant constante (=1), sa
dérivée est m Ak . D’ou, tenant compte de (2), on
obtient :

v=d.[0(i AK) + (ysin0)(jAK)]

3
=d.[(ysin6)i —6]]. ®

Pour appliquer la méthode de Lagrange, calculons
I’énergie cinétique W et 1’énergie potentielle W,
du rotor.

W, = E(DTJ(D-FlmVTV.
2 2
Tenant compte de (2) et (3),
W, =%[l92 +1(ysin8)2 + 1, (Q +1y cos0)?]

2 )
+ %[(\psin 0)2 +62]

=%[(| +md2)02 + (1 + md2)(ysin 0)2

+1,(Q+\ycos0)?]
et
W, =mgdcos6.

Les termes de I’équation de Lagrange selon la
coordonnée 6 sont

Akram Ghorayeb

Solutions des exercices

9 We _ (1 4 maz)p,
dt 50

SV\G/C = (I+md2)(y2sin0cos0)

-1, (Q+\ycosO)ysin6

W, .
—— =-mgdsin6.

30
Comme les efforts non conservatifs sont nuls
(actions extérieures et frottements), 1’équation liant
Oawyest:

(1+md2)8 +[1, — (1 +md2)]\y2 sinOcos O

=1,Qysin®—mgdsin 6.
3)
0 étant constant (= n/2), on a cos0 = 0 et I’équation
précédente se réduit a

~1, OV +mgd =0 :\p:rln—i‘;.

z
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