CMo-4 Modélisation des systémes discrets

CMo-4 MODELISATION DES
SYSTEMES DISCRETS

EXERCICE 4-1

Déterminer I'effet de chaque entrée u; sur la sortie u” du
circuit suivant et déduire par superposition qu'il est
aussi un convertisseur D/A. (Etant constitué de
résistances de méme valeur, il est plus commode a
construire en circuit intégre).

Uo U 185 u3

2R
%RaoRmRazRas 4

2R

= (C3)

Solutions des exercices

u =—(R,E/2°R)u,.
Siu=1cetu =0 V# 1, le circuit équivalent (C2)
s’obtient du circuit initial (C3) en remplagant la partie
a gauche de ap par une résistance 2R entre a, et la
masse. Ceci nous raméne au circuit (C3) mais avec un
étage en moins. D’ou ’effet de u; seul est
u =—(R,E/2°R)u, =—(R,E/2°R)2u,.
Par récurrence, 1’effet de u; seul est
u =—(R,E/2°R)2'u,.
Ainsi, par superposition, on a :
. 1 R,E
u=AX2u, A=-——.
i=0 2°R
On voit bien qu’il s’agit d’un convertisseur D/A de gain
A. Ce circuit a I’avantage d’étre constitué¢ par des
résistances ayant toutes la méme valeur.

Supposons d’abord up =1 (E volt) et u; =0 Vi> 0. En
appliquant Thévenin a gauche du point ao, le circuit
sera équivalent au suivant

0 0
0 T R,
2R§ 2R§ 2R

—V/\M\A—ANNA——
2Rao R aj R azR a3
uo/2

En appliquant Thévenin a gauche du point a;, on
obtient :

T R,

as

2R R #R
Uo/ 2?
En répéta= I’opération précédente a gauche de a, puis

a gauche de a3, on obtient le circuit suivant

R,

u
o 5 2R
Uo

L

D’ou I’effet de ug seul sur la sortie est
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EXERCICE 4-2

On appelle bloqueur d'ordre partiel a € [0, 1] un circuit
noté B, dont la réponse a une entrée échantillonnée ux
=u(kT) est donnée par

u,(t)=u, +au,.(t—KT) pourkT <t<(k+1)T

avec u, =[u, —u, J/T.

Représenter la réponse uc(t) d'un bloqueur B, a I'entrée
ux suivante pour a =0, 1/2, 1.

Uk .
T T

AT Trev]

T
Uk a=0
o
Uk a=1/2
Uk a=1
Z_ A
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CMo-4 Modélisation des systémes discrets

EXERCICE 4-3

Soit f(t) la fonction qui vaut sin(t) entre 0 et wet 0
ailleurs. Déterminer sa transformée Z pour T= 7/6 et
déduire ses valeurs aux instants kn/6, k=10, 1, 2, ....

f(t) est la différence entre sin(t) et sa troncation entre 0

et 1. Comme 6T =,

Z[f (t)]=Z[sin(t)]-z"°Z[sin(t+ )]

Or sin(t+m)=-sin(t),

(+z°)zsinT

7 —(2cosT)z+1
_@+z%z/2 1 774z
2 3z+1 22837+

Division euclidienne

z'+z -3+
B2 +z |7 4822 +22 3 +B2* +2° +02° +07 " +---
22° {3z +z

= Z[f ()] =(1+2°)Z[sin(t)]=

Bz -2 +2
2’ —3z2*+z
0-0
0

On vérifie bien que fo =0, fi =%, L= 3)"4/2, =1, f4
= (3)"2/2, fs= ", fi = 0 Yk > 6,

Solutions des exercices

Z[A(Sin ot)]= 27_1 Z(sin ot)

_z-1 zsinoT
z 72°—(2coswT)z+1
N oT(z-1) _ oT(z-cosnT)
T Z2-(2coswT)z+1l Z2—(2coswT)z+1
Z[A(sinot)]
==

=Z[(sinwt) = »Z(cos mt).

EXERCICE 4-6
Déterminer l'inverse de la fonction
f(2)= z 4; 2
(z-0.5)(z°-z+0.5)
a) par décomposition en fractions simples et
b) par la formule d'inversion.
c) Vérifier le résultat en déterminant les premicres
valeurs de fi par division euclidienne.

EXERCICE 4-4

Tenant compte du résultat de 1’exercice 4-3,
déterminer, pour T = w/6, la transformée Z de la
fonction sinusoidale redressée [sin(t)], t € [0. ).

La fonction |sin(t)| est périodique dont la fonction de
périodicité est celle de ’exercice 4-3. Sa période est 7
= 6T, d’ou sa transformée est

. 1 z'+z 1
Z[|sin(t)|]==
[Isin(t)|] 27 a7 711
1 2(z°+1)

T2 )2 —Bz+1)

EXERCICE 4-5

Sachant que pour T << 1, sinoT = oT et cosoT ~ 1,
montrer qu'en appliquant la formule de I’accroissement
pour calculer la transformée Z de la dérivée de sinot,
on obtient la transformée Z de wcosmt.

fz) A B Cz+D
—— = + ,
z z z-05 7z*-z+05
_é+ B +C(z—a)2+[(D+Coc)/|3][3 M)
z z-05 z°-z+0.5
avec a.=1/2 et p=10.5-a? =1/2
A=z@ zf(o)z#z_
Z |, (-0.5)(0.5)
0.5+2

B=(z-05) @] _ -
z |, . 0.5(0.25-0.5+0.5)

c=z1 @ _A_B-0+8-20=-12.
z Z—®©
D _f@ , B _¢C
(1-1+05) z |,  1-05 (1-1+0.5)
__3 _20 12
05(0.5) 05 05

=D=6+4-20+12=2=(D+C/2)/p=-8

z +—122(z -1/2)-8z(1/2)
-0.5 7°-2+0.5
Les formules d'inversion des fractions simples donnent

f, =—85(t)+20(0.5) —(0.5)* (12 cos k+8sin ko)
9=cos*(c/p)=cos*(0.5/0.5)=n/4.
On vérifie que f,=-8+20-12=0.

()="f(2)=-8+20-
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CMo-4 Modélisation des systémes discrets Solutions des exercices

a) G(z) a partir de la définition
b) Inversion par les résidus A, A Cs+D
Les poles de f(z) sont : G(S)_ S s2 +1
05.p. =5 1+J_2 Lj_ 1 s
p,= P, =P;= 9 _‘/_ : 2 =S G(S)L=O =-1
f,=0et pour k=1, d g2 +1-2s(s—1)
Nkl (0.5)“+2((0.5)"* = AF_SZG(S)S: T (211? :
f,=> 27(2)= m+hk+hk @ ds 0 (s"+1) 5=0
I S Cld R ! Gl ) C=sG(s)|,, ~A=0-1=-1,
(pz—liz)ﬁpz—ﬁz> | (1712 D/2=G(l)-A,-A,-C/2=1/2=D=1.
=(1142) €[ 20+ 202e ™) = g(t)=—t+1—cost+sint
=(0.5)" &7 (—-6+ 4j) =G(2)=Z[g(t)]
=h, +h, =2Re(h,) Tz o _2z(z-cosT)-zsinT
=—(0.5)" (12coskg+8sin ke], p=n/4. B (z-1* z-1 Zz*-(2cosT)z+1

Donc f, =20(0.5)" —(0.5)"*(12cosko+8sinke), k=>1.
b) Par la formule de conversion

Vérification 7
7+2 | 2-3/22% +z-1/4 G(2)=) ResG(s) —
712-7 417477 2747122 °+17142 "+ 2582 5 +--- Z-¢
17/47-13/42°2+7/82°° Les |O0|ES sont: 0, j, —J.
25/82°-27/8z°+17/162"*
; s-1 z
: Res(0)=—
En effet, la formule obtenue ci-dessus donne : s+1z—e" o

f=0 S5z s-1 2(Te”) |
f,=20/2- —[12‘/_ ‘/_J: T (P41 z—eT s*+1(z—€T)|
ﬁ _Z zT
f2=20/4—1(12(0)+8)=1, z-1 (z-1)
21 Res(j) = L 2(j-1)
f3:20/8—$[12(—J§/2)+8(J§/2)]:7/2 S (s+j)z el 2jz-e)

z(-j+)  z(j+1)

Res(j)+Res(—)) = 2i_e™) 2jz_e ™)

f, :20/16—%[12(—1)+8(0)]:17/4,

1 z( z—eT+z-e" ) z( z-eT—z+€"
f. =20/32——=[12(—2/2)+8(—2/2)]=25/8 === +—
° 4«/5[ ( 2 )+ 2 ) 2[22—(ZcosT)z+1) Zj(zz—(ZCOST)Z+1
etc. _z(z—cosT)+zsinT
EXERCICE 4-7 © 22—(2cosT)z+1
Déterminer la transmittance G(z) relative a . A )

sl On obtient donc la méme expression que dans a).
G(s) =
S (s +1)

. ' L EXERCICE 4-8
a) a partir de la définition, ) Pour le systéme ci-dessous ou
b) en appliquant la formule de conversion. T=1,m=0.6, Gi(s) = 1/s et Ga(s) = 1/(s+1),

montrer que si l'entrée est u = 5(t), la sortie analogique
|
Akram Ghorayeb 3



CMo-4 Modélisation des systémes discrets

est y(t) = kStZ_OA exp[-t+ (k+0.4)].

Représenter y(t) et calculer la transformée Z de son

¢chantillonnage.

/1 Gi(s) ——— Guo(s) P2
kT KT-mT kT

Pour u = 8(t), u*(t) = u(t) = 8(t) et
x(t) = £[Gi(s)] = £'(1/s) = 1(1).

— X (t)= éS[t—(k—m)]
Soit g, (t) la reponse de G, a (t).
gz[t—(k—m)]={

Osit<k—m
exp[—t+(k—m))]si t>k—m.

=y(t)=]X (1), (t-7)dr

t

_ é [ [c—(k—m)lg, (t—)de

=2 g,[t-(k-m)],

t—(1-m

)
Donc y(t)= EO exp(—t+k+1-m)
= X 4gz(—t+k+0.4).

Solutions des exercices

y(0)=y,=0
Y(v)= 2 exp[~(v—(k+0.4))].

v-1 _aY
—exp[—(v=0.4)] % & =exp[—(v—0.4)] %
k=0 1-e
1 e z z
7)== 7[ e (04 _g047_ ( _ j
y@) 1-e [ ] 1-elz—et z-1
ZeO.4 efl _1 e70.62

Tloe(z-eN(z-) (z-e)(z-1)

EXERCICE 4-9

Ecrire l'expression de la
réponse analogique y(t) u ,u"| | y y"
du systéme ci- contre ou 3s | s+l ls

u est un échelon unité
¢échantillonné chaque 3 secondes. Représenter cette
fonction et calculer I’expression de y(kT), T = 1
seconde.

u*(t)=k§05(t—3k)
En posant k, = max{k|3k<t},

ke
y(H)=Z e et

kﬂ
y,=2e ™ avec n=3k, +v,v=0,1ou2.

0<k<t-0.
k=0
Pour représenter y(t), on écrit : R S 1-g*t
y,=Xe —eve T ———
k=0 1l-e
>>t=0:0.01:10;
: -3k, 3 ~3(k,+1
>>n = length(t); e e — ou y, . —e” 1—e 3t
>> y=zeros(1,n); 1_¢° 3K, +v 1_e3
>> for k =0:9
y=y+exp(-t+(k+0.4)*ones(1,n)).*(t>=(k+0.4)*ones(1,n)); . —
>end ' — nu=0
4 G € nu=1
>> plot(t,y) 1% —e nu=2
1.6
» - \ \
1.2 0.6
=
HINARRRRRRAS
0.4 ! ] | | 0.2 ’
0.2 0
0 o 2 4 -] 8 10 12 14 16 18 20
00.4 2.4 4.4 6.4 8.4 9.4
Temps sec
Akram Ghorayeb 4




CMo-4 Modélisation des systémes discrets

EXERCICE 4-10

Ecrire I'expression de la
réponse analogique y(t) u ,u’| 1 y y
du systéeme ci- contre ou Is | s+l 3s
u est un échelon unité
¢chantillonné chaque seconde. Représenter cette
fonction et calculer I’expression de y(kT), T = 3
secondes.

*

U'(t)=2 5(t-k)
En posant k, = max{k|k <t},

k'[
y)=2 e et

k3n
y@n)=2 e "9 Kk, =3n.

__ad3n+l
=y(@Bn)=e™ e

éme

ou pour T=3, lan®™ valeur a la sortie est

_e_i _ a—(3n41)
1-e _e—1<1 ° )

e—3n

Yn=

T=3,TIN=1(sec)

Solutions des exercices

5 &
C-e' (-1

_ S
v ’ZRES((C—l)(c—el) z—c“]

-1

y(©) =G(Qu(d) =

_ z . ze
(l-eNz-1D) (e'-D(z-¢e7)

e Z[(z-e?)-e(z-1)]

Te-1  (z-D(z-e®)

=y, =2 Res(z"'y(z))
e 2 (2-€7)-e(z-])
_e—1ZReS[Z (z-1)(z-¢7) j

e (1_6_3)+
Ce-1l (1-€?)

a1 e @)
¢ 1-¢7 :e—l(l_e "

EXERCICE 4-12
Déterminer en fonction de la référence r la transformée
Z de la réponse y du systeéme suivant.

EXERCICE 4-11
Montrer que le résultat de 1’exercice 4-10 précédent
peut étre obtenu par la formule

S res YO 2 j
@)=Y es( C o

ouz=eT, (=N T=3sec, N=3.

y(z) = Z:Res(ﬂ

C Z_QN ], z=eST,C=eST’N.

L3 » G Y >
‘bt ; Y*
G 8¥ G, -1—¥
+4 v T
P R B (I
1+G,G, ) |(1+G,G,
V =Gy
=Yy |1+ GGy G, |= _G& r
1+G,G, 1+G,G,
lres]
+
ou y(2)= 662 . .
1+2Z| —22 | Z(G)
1+G,G,

AUTRES EXERCICES ET COMPLEMENTS

4-13. Représenter la réponse u(t) d'un bloqueur d'ordre
partiel o € [0, 1] (voir exercice 4-2) a une impulsion
de Dirac d(t) et déduire sa fonction de transfert Bq(s).
Retrouver Bo(s) et écrire l'expression de Bi(s).

Akram Ghorayeb

5




CMo-4 Modélisation des systémes discrets

Déterminer et représenter la réponse y(t) du systéme
suivant poura =0 et o = 1.

u%/? B pl 1/(s+1) _y»

Déduire dans chaque cas y(z) et retrouver le résultat en
appliquant la formule de conversion.

8() 1 A4
\i B ,’a’ . 2T

7
0 * =T

La réponse de B, a d(t) est
1+atsi0<t<T

u(t)=<aT—atsi T<t<2T
0 ailleurs

a=a[uc(O);uc(—m:%,ae[o’l].

u(t) = (L+at) [1(t) ~1(t-T)]
+(aT—at)[L(t-T)-L(t—2T)]
= (1+at)+(aT-1-2at)1(t-T)
—(aT —at)1(t-2T)
B, (s)=u(s)=c£(l+at)—e""£(aT +1+2at)
+eT£(aT +at).

1l a 1+aT 2a)
=l =+t |[-| —+= |
S S S S
+(£+%je—25T
S S

0=0=>a=0=B,(s)=> (l-e")
S

etoa=1l=a=

e

1 1
=B, (s)=| =+— |(1-2e"" +e &7
© (S TSZ]( )

1 1
=S4 |@-eT)2
(s Tszj( )

Solutions des exercices

Y(5)=G(5)B, (S)u"(5), G(s)=si+1.

Tz | Te™
(Z _1)2 |z»eST (1_e7TS )2
Pour a.=0,a=0, T=],

e’ B g
s(s+1)1-e° s(s+1)

z(}_ij 5 e
S S+1)/k4

etpoura =1,a=1T=1,
s+1) 1 ., 1 _
S)=VY,(8)=| — |—e " ==¢e".
Y(6)=Y,() ( = ]H ~
Donc, en posant k,= max(k|kT <t),
et en désignant par h, la fonction h retardée de k

ona:

u’ (S) - Z(t)|z»eST -

y(8)=Y,(s)=

k;
Yo (t) = kZ:ll(l—e_t )k

Y1(t) = (t)l'
10
8
31\
- 6
g AN
=3 BO
4
2
0
0 2 4 6 8 10

W@=Eymz =5 Fe ) Je

k=1

o _antl
=X|n-e" e’ z"
n=0 1-e

=Z(n)—1_ie[2(e”)-2(1)]

Akram Ghorayeb



CMo-4 Modélisation des systémes discrets

oz e z 2
(z-1° 1-e|lz-e' z-1
z z

T =) (z-e)z-1)’

A _ 1
y1(2)=z Z(t)_ (2_1)2 :

Yo (Z) = (BOG)(Z)UC (Z)
Z
(z-0)*

(B,G)(2)= Y Res(B,G)(s)

u,(2)=

1-e° z
_ZRess(sﬂ) z—¢°
:ZR

-1
1-z z s

~Ts _ -1
s(s+1) z—€° care

yl(z):(BlG)(Z)uc(Z)
_SResZ) 2

(B,G)(z)=)_Res F T
= Res

(z-1)° z*
SZ
=z(z-1)° {E ! S} =z
s=0

S

z-¢
dsz-e
1
:>yl(2)=m-

Solutions des exercices

En posant ¢ = 2mo et k = m(c? + ®?) et sachant qu'a
l'instant initial le systéme est inerte, déterminer la
position x(t) de m en un instant t > 0 et représenter x(t).

3-14. Une mitrailleuse peut &tre modélisée par le
systtme suivant ou u est un train d'impulsions
d'intensité f et de période T = 27/ w.

k —X
m i
—F—
(Y O 0O

mX =u—-cx—kx
:>G(s)=x(s)= 21
u(s) ms°+cs+k
3 1
 ms? +2mos+m(c® +m?)
1/m )

— o

$?+205+0

=+’

X(s)=G(s)u(s)

Ut =Ff 3 8(t-nT)=u(s)=Ff Te™™

=X(s)= s [ f/m e‘““j

=0\ §* +265+ 0.
® f/m _
=S| ————e"™| caro’=0;-c".
=0\ (S+0) +
o2 o
X(t)=—23% [e sin mt]
mae =0 nt

h, designe une fonction h retardée de r.

>>m=10; £=200; T=1;sg=2;
>>wn2 = (2*pi)"2 + sg2;
>>t=0:0.1:10;

>>n = length(t);

>>x = zeros(1,n);

>>for k= 0:10

>>a = f/(m*(2*pi));

>> kv = k*ones(1,n);

>> xt = (a*exp(-sg*(t-kv))). *sin(2*pi*(t-kv));
>>x =X + xt.*(t>=kv);

>>end

>> plot(t,x)

Akram Ghorayeb

7



CMo-4 Modélisation des systémes discrets

A W VY Y O

H

|
|/
|/

L ——
|

T

=
L —
<]

05
RAARRR RN
0 2 4 6 8 10
tsec
4-15. Pour calculer Sf = Z kP, pe s, on remarque

que SP—-SP =n".
fonction de Z(nP) et donner une relation liant Z(S!) a
Z(SP™) et sa dérivée. Que vaut Z(S)? Déduire SP

pourp=1etp=2.

Ecrire 1'express1on de Z(S!) en

S-S, =P = Z(S) -2 Z(S)) = Z(n")
= 2(S)=-2-2("). (1)
z-1

D 'autre part,

Z(n")=z S nPinz "= d — 'z
n=0 dZ n=0
d
=—z—27(n"*
& (n"7)
0=28)= 2L 7
" (z-1) dz

zZ d -
T - 1)5[_ Z, )}

Z 1 p—l Z_ p—1
__(z—l)[z_zz(Sn )+ z dz Z(S” )}

Py _ l p-1y _
:Z(Sn)_ (Z—l) Z(Sn ) z

avec Z(S‘n’)=Z( élj:Z(n):ﬁ. @3)

d s
d_zz(s” ) (2)

Calcul de 1+---+net 1*+---+n°.
D'apreés (2) et (3),

Solutions des exercices

(Sl)——ﬁZ(SO) z—Z(SO)
_z z(z+1) z
(z-2)° (Z D (z-1°

=S, =) Res[z"Z(S})]=D_Res

{ d2 n+1] —
2 dz? o

1
Z(S})=———2Z(S")- —z S,
(S) D ($)-z2—-2(S,)

(@=2S)=-

2

(4)

n+l

z
(z-1)°

n(n+1)

attendu.

z? _222(2—1)—322
(z-1)" (z-1)"
7P 7M(z+2) _7'(z+))

z-1)" -1 (-

) 2"(z+1) 1| d® i

:>Sn=2ResW 3'{d3 (z+l)}
_(n+)n(2n+1)
6

z=1

Vérification

Pour n = 4, 1+243%4+4% = 30 = (5)(4)(9)/6
Pour n =5, 14+2%4+32+4?4+52 = 55 = (6)(5)(11)/6.

4-16. La réponse impulsionnelle d'un systeme est la
suite périodique (00 1 10011001100 ...).
Déterminer sa transmittance puis retrouver sa réponse
impulsionnelle par décomposition et par la formule
d'inversion.

Transmittance

y(z)
G(2)= Z[S(t)]—g( )

Posons h(z)=z(1+z")

et h, =h retardée de r périodes

9(2)=h(2)+h,(2) +hg(2) +hy, (2) +---
=h@2)(1+z*+2°%+27% +--7)

z(z +1)

1-z*% 72*-1

2 -1

Akram Ghorayeb




CMo-4 Modélisation des systémes discrets

G(z) 1
z  (z-D(Z*+D)
A Bz+C
=—+4 >
z-1 z°+1

_(A+B)z’+(C-B)z+(A-C)
- (z-1)(* +1)
—A+B=0, C-B=0,A-C=1.

A=l gl -1
2 2 2
11 z z+1

G(z)==| —-

@) 2[2—1 22+J

1 T . W
=0,=—=|1-cosn—-sinn—|.
2{ 2 2}

Par la formule d’inversion

_z(z+1)
02)="17

3 - 3 z"(z+1)
:gn_ZRes[z g(z)]_ZRes{ o] }

z" ) .

:zReS[m} enl, Jet—J
7, |,
@41, @DE-))|_, @De+i),
1 e_jng ejng
=t ———=
2 2j(j+1) 2j(j-D)

o nZ i > -in?
_1+1 je 2+e ?2)+(e 2-e ?)

2 2j -2

1 T . T
=—|1-cosn—-sinn—|.

2 2 2
Vérification

g0=(1-1-0)2 =0, g = (1-0-1)/2 =0,
g =(1+1-0)2=1, gs = (1-0+1)2 =1,
g =(1-1-0)2=0, ...

Solutions des exercices

4-17. Soit ux la somme d’argent retirée (ux < 0) ou
déposée (ux > 0) a la banque au début d'un mois k. En
posant B =1 + o ot a (< 1) est I'intérét mensuel, écrire
I'expression de la transmittance liant la suite ux a la
suite des valeurs yi du capital au début des mois. Si l'on
dépose 2000$ chaque 3 mois en retirant 1000$ au début
de chacun des autres mois, comment varie le capital ?

Soit yk le capital au début du mois k juste avant
d’effectuer une nouvelle transaction. On suppose que
Yo = 0.

Transmittance

Y =B(Yia U ) =Y, —BYia =Bu

= Z(Yk)_BzilZ(yk) :Bzilz(uk)
Y@ _ Bzt B

=6l)= u(z) 1-pz* z-p’

La suite des transactions (en milliers) est

u={2,-1,-1,2,-1,-1,2,-1,-1,.. }.
27 -z7-1

2
z
la fonction de périodicité de u dont la période est 3. On

a:

Posons u’(z)=2-1z"-1z%=

1 22°-z-1 z(27°-z-1)
1-7° 7 (1-z%) - (1-z%)
z(2z+)(z-1)  z(2z+))
@)@ +z+) (zZ-p)(z-P)’

‘/§ .2m

1 . i
avec p=—§+1—=e3.

u(z)=2zu°

2
_ Bz(2z+1)
YO ap)
Ly =BZR93 z"(2z+1)

(z-B)(z-p)(z-P)
p"(2B+)  p"(2p+Y)
5 B-p)B-P) (B-p)P-P)
L P (2p+]1)
(B-P)(p-P)

Akram Ghorayeb
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CMo-4 Modélisation des systémes discrets

_A {B"(ZB+1)j@—p“(2p+1)(B—ﬁ)}
W3] +P"(2p+1)(B-p)

p :
A=—F =B/ 1
Ve A PP
et comme  (2p+1)(B—P)=i3(B-P),

Y, =A[B"(2B+1)-(Bp"—p"")-(BD"-p" ) |
:A{B" (2B+1)—2Bcosn %n+ 2cos(n-1) %ﬂ

>>bg = 1.005; % ag = 0.5%.
>> A = bg/(bg"2+bg+1);
>> forn = 1:25
B = (2*bg+1)*bg"(n-1);
C1 = -2*bg*cos((n-1)*(2*pi/3));
C2 =2*cos((n-2)*(2*pi/3));
y(n) = A*(B + C1 + C2);

end
>> stem(0:24,y)
2.5
3 -3 ] 4
2
— 15
T
=
[&] 4 . Y 5 5 4 3 9 9
0.5
0 o @ 3 Ld hd b ? ?
0 5 10 15 20 25

Mois

4-18. Pour le systeme ci-dessous ou T = 1, G¢(s) = 1/s
et Go(s) = 1/(s+1), déterminer y(z) pour chacun des cas
suivants :
1) S est un échantillonneur de période T.
2) S est un échantillonneur de période T/3.
3) S échantillonne aux instants

0, T/3, T, T+T/3, 2T, 2T+T/3, 3T, 3T+T/3,....
r=l1 y
_;—S?e_/_’ Bo Gc i/—’ Bo Go

- T S

v

1) Périodede S=T
Y(2)=2(B,G,)x(2), x(z2)=Z(B,G,)e(z)

et e(z)=Z[r(t)-y()]=r(2)-y(2)

Solutions des exercices

Z(BOGO)Z(BOGC) r(Z).

=Y 7(6,6,)2(B,6.)

(@)

Or,

Z(BOGJ=<1—z-l)z[G°T@j=(1_z—l)z(sizj
Tz _i

(z-1? z-1'

1

Z(B,Gy)=(1-2" )Z(Mj

N TR RN o -
=2 )Z[;—S—Hj_(l £ )(z—l z—eTj

-1
1 Z 1=1 e

=(1-z1Z()=1-z")

—1z-e' 2
1 1-e'z-1
Z_

N

D=y(2)=

1+—.
1z—e?

B (1-e Yz
C(z-D[22-(+e )z +1]

y(z)= A N Bz+C
z z-1 Z2—(l+eMHz+1

1 z-e
z-1 Z2—-(l+eN)z+1
En posant 1+e ' =2cos o,

y(z) 1 z-coso+cosm—e’

z z-1 z*-2coswz+1
-1
cosm—e " .
=Y, =1-cosko——————sin ko.
sin®

Cette réponse oscille en permanence autour de 1.

2) Période de S =T/3

Sachant que deux échantillonneurs en série [’un lent et
I’autre rapide sont équivalents a I’échantillonneur lent,
on peut remplacer le systéme par le suivant.

r :1 T * *
+ y ,¥3 ¥
©/_/%] BoG. X BoGo ! —p
- T/3 T/3 T/3 T

Akram Ghorayeb
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CMo-4 Modélisation des systémes discrets

y(Z) zRes(y(Cg) - chj, Z—eST,C=eST/3.

y(©)=[(B,G,)(©) ][(B,G. ) (&) ]e(?).

Comme e(£)=e(z),

1 1
Y@ =0-¢")Z ( ( +1)]Z [—je(Z)
e (11 1
=(1-c7) Zs[g—ﬁst[S_zJe(z)

ey 6 & (@K
=(-¢ )(g_l C_em][(q_l)zJe(Z)

ZL%G(Z)
C-D(E-e™)

Donc
(1-e*)/3
=) Res
V(@)= Res (f;(c - e*”3)z c}()

_z(l-e )| ze™ (1—e‘”3)(z -1
-3 1
__e’us(l——e’”3)(z——e’l)
_(1-e®)(z-D(z-eM)+ze P (z-e M) -2(z-))
L= ze P (1-e ) (z-1)(z—e ™)
[FQ-e®)(+eh)—e P +1)z+et (1-e )
N ze P (1-e ) (z-1)(z-e)
e Pl-e)z+et(1-e)
- ze B1-e ) (z-1)(z—e?)
(1-e™®) (l+e®)z+e?

e(z)

=Y¥(2) = 3 D¢ [r(z)-y(2)]
On pose K = (1-e™) , a= 6_2:3 .
3 1l+e
—y(2)= K[(z+a] ( z j
(z-D(z-e")+K(z+a)\z-1
B Kz(z+a)
[Z2-(1+et—K)z+(Ka+e )] (z-1)
y@)_ A N Bz+C

z z-1 Z2—(2¢e°cosw)z+e
e P 1+2e™?)
3

avece° =Ka+e*=

Solutions des exercices

=o=-Ln[e?*(1+2e)/6]=1.57

e t+e R +2

et 2e °cosm=1+e'—-K= =1.2

=Co0Sm= 12 =0.93

2{e?*(1+26)/3

Enfin

A=l B=-1 C= 3

e”+2
z z(z-e°cosw)-[C—e° cosm]z
z-1 7> —(2e° cosm)z+e

=0.88

=Y(2)=

C-e’cosm .
70—_5"'] Ko |.
e "Siho

=y, =1-e" [cos ko—
C’est une suite oscillatoire amortie qui tend vers 1.

3) S=kT+eTB.e=(1- (=12

L’échantillonneur S est équivalent a deux
échantillonneurs en parallé¢le de période T =1 dont I’un
est précédé d’une avance de 1/3 et suivi d’un retard de
1/3.

r=1, T T
A’T__/e* e es/3 /- e—s/3 BOGO ‘JT
T

Z(B,G,)Z(B,G,)
(Z):|: s/3 -s/3 :|e(Z)
+Z(B,G,e™)Z(B,G,e ")

Z(BOGC)Z(BOGO)za-z1)2z[£2)z(%_ij

S S s+1
_(z—ljz( z ]( z 2 ]
z (1-2)* \z-1 z-e*
1-e™
T (2-D(z-e)

Z(B,G.e™)=Z(B,Ge“**")
=2(1-2)Z(Ge" %)

(- 1)43(6 (S)]

Akram Ghorayeb
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CMo-4 Modélisation des systémes discrets

s/3
:(z—l)Res[i2 € S]
s“z—e

:(Z_l){(e5’3/3)(z—e5)+e5e5’3}
(z-€)’ o
@/3)(z—- 1)+1 z+2
) (z-1° 3(z-1)

=(z-

=S8y _(M_ 51 1
Z(BoGoe )_(1 Z )ZZ/S(S(S"'].)]

Z—l 1 e25/3
=——Res
z s(s+1) z—¢€°

_ -2/3
_z 1[ 1 e lJ:K
zZ \z-1 z-e

K=1-e®® a=(e?*-e?)/K.

z-a
z2(z—e™)’

Donc
1-e! 742 z-a
¥ {(z D—e?) 3z z(z—e-l)}e(z)
_3z(1-e M) +K(z+2)(z-a) ~
= RS [r(z2)-y(2)]
3z(1-e ™M) +K(z+2)(z-a)
3z(z-1)(z—e M) +3z(1-e ) +K(z+2)(z-a)

=Y(2)=

4-19. Déterminer et représenter la réponse yx du
systéme suivant pour h=0eth=0.2 avec T = 1.

T

S | kT+h

1 _}’>
s+1

L’échantillonneur aux instants kT + h peut Etre
remplacé par un échantillonneur de période T précédé
d’une avance h et suivi d’un retard h.

r=1_/ Ll e | /] em > B, LN
kT |s kT

Akram Ghorayeb

Solutions des exercices

Sih=0,

4 1
V(@)=(-2 )Z(S(S D] BE

Norla
S s+1 -1 z-e (z-1)

“et) 2

_z
(z-1)*(z-€7)

=Y, = (1—e‘1)z Res

k+1

(z-1(z-¢e")

res(l)_OI z"
dzz-e™

_(k+1)zk(z—e’l)—z“*1

N (z—et)

_(k+)@-ehH-1

o @-eh?
—(k+1)

(k+1)(1 e)-(1- e<k+1>)

K 2(1-e™)

Sih=0.2,

o e—hs hs
y(2)=(1-z")Z (( 1)] ( JF(Z)
1 1
=2 (s(s+1)jzzh [gj
=zRes( ! e(l_h)sJRes[} ehsJ
s(s+1) z—¢€° sz—¢€°
( 1 e-“-“)j( 1 J
=Z —
z-1 z-et )\ z-1

_Z[(1-e*%)z—e " (1-€"%)
@D

z=1

res(e!)=

12
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CMo-4 Modélisation des systémes discrets

_ z(az-b)
= Y= Res (z-1)*(z—e?)’
a=(1-e°%), b=e"'(1-¢e").

k —
res(l)= 4z (az=b) _lb)
dz z-e

_[a(k+1)z" —bkz""](z—e)-z" (az—b)|
(z-€7)
_[(a-b)k+a]1-e™)—(a—b)
) (1-e?)’
e *(ae'-b)
(1-e™)?

7=

res(e!)=

Donc

[(a—b)k+a](l-e*)—(a—b)+e ™ (ae ™ —Db)
Y= “182
1-e7)

10

S=kT+h
o

Sortie

S=kT
4 -

S
.-
2 _ -7
«r——?-"
2 4 6

0
0

kT sec

4-20. Déterminer la transmittance Zy/Zr du systéme

suivant

v

Akram Ghorayeb

Solutions des exercices

y =Gl
u=r-Hyv-(H,G,)u
. F=H\V

u'= .
1+(H,G,)

V =Gy

B L =HGY
=G |r-H Gy -(H.G ) —2—=_
y 0( Gy —(H,Gy) 1+(H260)j
< (HG,)
0 *
Sy = 1+(HZGO)* _y
(HZGO) Hch
1+(H,G,)
— G;+(G;_l)(HZGO)* I’*.
[1+(HzGo) ](1+GoHch)_(HzGo) Hch
Donc
y(@) _ Z(Gy)+[Z(G,)-1]Z(H,G,)

1+G,H,G, -

@ rz(m,6)I01+ 5 26,26, 2(,6)2Z(G,)

NB

Z(GC):z(1+3)=z(S(t)+2.1(t)):1+2i
S z-1
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