CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

CMo-5 ANALYSE ET COMMANDE
DES SYSTEMES DISCRETS.

EXERCICES 5-1

Montrer que les 3 premieres conditions de Jury sont
nécessaires et suffisantes pour que les racines d'un
polyndme de second degré P(z) soient a l'intérieur du
cercle unité.

Indication. Ecrire P(z) sous la forme :

a2(z — p1)(Z — p2), 32> 0.

EXERCICE 5-2
Montrer que toutes les racines de

P(z) =8z -2z* -2z +1
sont a l'intérieur du cercle unité.

|p1 |<1'| P, |<l:>| a, |:|a2p1p2 |<|8.2 |
Sip,p,eR=-1<p;,p, <L,
P)=a,(1-p,)A-p,)>0,
P(_l) =a, (_1_ pl)(_l_ pz) >0.
]__pz:]_Tpl
—1-p,=-1-p,
P(1)=a,|1-p,|>0,
etaz>0:{ () =2, lL-p, >0
P(-1)=a,|[-1-p,[[">0.

et a2>0:>{

Si P1; P, gﬁ:pzzﬁlz{

b) E_(.l_)_E _O_z P_(:l_)_z _0_1. laQLSJa‘ZL _:_>_|le-§_1_1 lp‘zl-f_l_
|8.0 |=|a2p1p2 |<|8.2 |:>| P.P, |<1- (*)

Sip,p, 2R =P, =P, =P [Hp, I={Ip:p, <L
Sip,p,eR eta,>0

1<p, etl<p, (:)>|plp2 |>1a rejeter
P(1)>0=<ou
1>p, etl>p,. (1)
—-1>p, et -1>p, =|p,p, [>1a rejeter
P(-1)>0=-ou
-1<p, et -1<p,. (2)

Donc (1) et (2) = -1<p,,p, <1.

P(1)=8-2-2+1=5>0 ok
P(-1)=8-2+2+1=9>0 ok

1 -2 -2 0 8
8 0 -2 -2 1la,>la,| ok
63 -2 14 16

16 14 -2 -63 ||b,|b,| ok
3713 -98 914
914 -98 3713 Ic,|<|c,| ok

Comme toutes les conditions de Jury sont satisfaites les
4 poles sont a I’intérieur du cercle unité.

EXERCICE 5-3

Soit G(z) = —(z + 1)/[2(z% + 2z + 2)] la transmittance de la
boucle ouverte d'un systéme de commande. En posant eiT
= o + jB avec o® + B% = 1, déterminer les points
d'intersection de la courbe de Nyquist G(el°T) avec l'axe des
réels. Vérifier le résultat a l'aide de Matlab.

—[(A+a)+]B]
2(z+1-j)(z+1+j)’
B [(1+0)+jB]

2[(o+1)+j(B-DI[(a+1)+ j(B+1)]
_ 1 [A+0a)+jB] M)

2[(a+1)*—(B* 1]+ j2B(a+1)

_1[(L+ o)+ jplden
2 ||den|f
den=[(a+1)* ~(B* ~D)]- j2B(cx+1)
G(e®")e®R = Im[G(e"")]=0
= —2B(a.+1)° +B[(a+1)* = (B> -1)]=0
:{B=O:>oc:ir1 (car a2 +B2=1) ou
—(a+1)*-(p*-1)=0=—(a+1)’ +a’ =0
a=xletp=0 ou
=
{a:—1/2:[3:i«/§/2

G(z)=G(e"") =

z=a+jp,
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Donc les valeurs de G sur ® sont
G(1+0j)=-1/5=-0.2,

D= .
G(-1+0j)=0

et G(-1/2+j{3/2)

1 (W2+jf3/2) 1

21/4-3/4+1+j3/2 2
Les 3 points d'intersection avec ® sont
0,-0.2,-0.5.

Vérification
>>n=[-1-1];d=[244],
>> G =tf(n,d,1);

>> nyquist(G)

Nyquist Diagram

0al I N N
B /’4\

: (/\ \

g o

A=A,
b \_»_/
o I I I S N N |
0.8 -0y 06 05 04 03 02 01 0 01 02

Real Axis
EXERCICE 5-4

Déterminer analytiquement la réponse y(t) du systeme G(s)
= 1/(s + 1) a D’entrée u(t) = 1(t) échantillonnée chaque
seconde. Représenter cette réponse a l'aide de Matlab et
donner I’expression d’une fonction ya(t) ayant le méme
échantillonnage de période T = 1 sec que celui de y(t).

y(t)=[u"()g(t-T)dx.

U(9)= 2 5(-kT) et g(t-r)=e .

© t
=>y(M)==%, [8(r—KT)e e
0

K, 1—ekeD)T
_y o (KD gt
k=0 1-e'

k, =max{k|KT <t}.

La réponse impulsionnelle de G étant e,

sa

transmittance est G(z) = Z(e ") =z/(z—e "), T=1.D’ou

V(2) = 6(2)2[1(Y] =2

Z
TN LR GG

1 _e*(k+1) _ 1 (1_ _(k+1)).
1-e' 1-et 1-¢t

{yx} est I’échantillonnage de la fonction

ya(t)=1_ip(1—pe‘), p=e.

>>1t=0:0.1:10;
>> n=length(t);
>> y=zeros(1,n);
>> for k=0:10
kv =k*ones(1,n);
y =y + exp(-t+kv).*(t>=kv);
end
>> plot(t,y)

>> hold

Current plot held

>> 1= exp(-1);

>>7=0:10;

>> for k =0:10

yk(k+1)=(1-r"(k+1))/(1-1);

end

>> stem(j,yk)

>> ya=(1-r*exp(-t))/(1-r);

>> plot(t,ya)
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EXERCICE 5-5

Soit y(z) la réponse de G(z) a une entrée u(z) et yi(z) la
réponse de Gi(z) = zG(z)/[(x + 1)z — <] a la méme entrée
u(z). Montrer que, pour T > 0, y et y; tendent en régime
stationnaire vers la méme valeur mais que yi(k) < y(k) <
y1(k) > ya(k — 1). Déduire que y; est plus amortie que y.

a) lim—2% -1
1 (1+1)z—-1
z-1 z2G(2)

:>yl(°°)=|j[)?7mu(z)

=|Zig;27‘1G(z)u(z)=lzig;%‘ly(z)=y(oo).

b) y,(z)= (@)

_z
(t+)z-r y
= (t+1y,(2) _Z_l'cyl (2)=y(2)

=1( 2Ly, (K) -y, (kK=D)])=Z[y(K) -y, (K)]
Z injective

=1y, (K) -y, (k-D]=[y(k) -y, (k)]
>0=>

(y(k) _y1(k)) >O<:>(y1(k) _yl(k_l))>0'

Cette équivalence signifie que y > y; durant la croissance
de y; ety <y; durant la décroissance de yi. Les oscillations

de y1 sont donc moins fortes que les oscillations de y. La
figure suivante représente un exemple.
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Step Response
0.8 - .

0.6

0.4 |

Amplitude

02}

4] 5 10 15 20 25
Time (seconds)

La figure représente les réponses indicielles de

ze 2

G(z2)= et
@) z2—-0.5e 2z +e™
22e71/2
(2z-1)(z*-0.5e "z +e )’

Le pole stable 1/2 a amortit la réponse.

Gl(z) =

2

EXERCICE 5-6

Montrer que le spectre d'un bloqueur d'ordre 0 est |Bo(jo)| =
T|sina/a| avec o = @ T/2. Représenter [Bo(jo)| en fonction
de o et montrer que ce blogueur reconstitue assez
fidélement f(t) a partir de f*(t) si we > 6 wa, ®e = 27/T, wa la
plus grande fréquence dans [f(jo)|.

1_efsT

Bo (S) =
S

] 1_ e—ij ejoaT/Z _ e—ij/Z
=B, (jo)= jo - jmeJmle
1B, (jo) - 23|n(mT/2)|:T sin 0c|1 _oT

a | 2
4 Spectre de B0
%
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2nT . oT T
®,>60, >——=—>6—2-oua,<—, o,=
T2 2 6 2

Vo<o,a<ao, et|B,(jo)| décroissante

sinwt/6

=[By (o) T|= ‘ 0.955T

et comme T|f" (jo) |=|f (jo)|,
1" (jo) I By (jo) |>0.955T [f"(jw) |=0.955|f (jo)|.

Ceci signifie que les harmoniques de f{t) traversent
By en ne modifiant presque pas leurs amplitudes.

Par contre,
o, ol 2nT_
Vo>—,0=—>—
2 2 T2
don  [By(jo)e T[T T
T

=|f"(jo)[|By (jo) [<0.32T[f" (jo)]|
Ceci signifie que les amplitudes des harmoniques de f"(t)

de fréquences o > we/2 sont tres atténuées par le bloqueur
surtout si la période d’échantillonnage T est petite.

EXERCICE 5-7

Montrer que les poles et les zéros des discrétisations
de Tustin des compensateurs AP et RP et du régulateur
PID sont les images des poles et des zéros de leurs
correspondants analogiques par l’inverse de Ia
transformation de Tustin. Déterminer pour chaque
discrétisation I’expression de son préamplificateur K.

La forme analogique de ces compensateurs est

GC(S)=3.5+1/T.
s+alt

En appliquant a cette forme la transformation de
Tustin s = (2/T)(z — 1)/(z+ 1), on obtient :

2(z—1)+}
CT@ntr | 2T
Gd(z)—a2(2_1)+a_ 2t(z-1)+aT(z+1)

T(z+1) =

(2t+T)z—(27-T) z-«
(2t+aT)z—(2t—aT) z-PB
1-T/2t 1-aT/2z
avec o= =
1+T/27 1+aT/2t
ot (2t+T) :1—[5.
(2t+aT) 1-a

Le zéro a et le pole B de Ga(z) sont respectivement les
images du zero —1/t et du pdle —a/t de Gc(s) par la
transformation inverse de Tustin

z=(1+Ts/2)/(1 —Ts/2).
D’autre part, sachant que z = e*T, K vérifie

limG, (5)=limG,(2) =1

Ce régulateur avec son filtre est de la forme :
s+a)(s+b
G, (s) =k EFB)ELD)
s(s+c)
En remplacant s par sa transformée de Tustin, on
obtient :

2(z 1)
T@+D

_(2+aT)

(2+aT)z—(2—aT)

T(z+1)
_1-aT/2
“1+aT/2’

S+a=

T(Z )

De méme

s+b=(2+bT) 2P _17bT/2

T(z D B_1+bT/2’
1-cT/2
1+cT/2°

2+CT
s+c(+c)( 1)

(z-o)(z-P)
(z-D(z-7)
(1+aT/2)(1+bT/2)

1+cT/2
_kab 1y

¢ (l-a)1-B)

Donc

G,(2)=K

avec K=k
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a, B, v et 1 sont respectivement les images de —a, —b,
—c et 0 par la transformation z =(1 + Ts/2 )/(z — Ts/2)
et K vérifie

2(z-1) . ab
Gy (2)=k=".

limsG,(s)=lim
s—0 71 T(Z +]_)

EXERCICE 5-8
La fonction de transfert du systeme commandé est

G,(s)=16/[s(s+2)] .

Il est précédé d’un bloqueur By et commandé par avance de
phase de transmittance

G, (z) = k(z—-0.905)/(z—B)

avec T = 0.05 sec. Quelle valeur doit avoir arg[G¢(p)] pour
que le lieu d'Evans passe par le point p défini par £ = 0.7 et
on = 0.27/T. Déduire la valeur de B et calculer la valeur de
K = 0.02k pour laquelle p est un pdle de la boucle fermée.
Que seront les caractéristiques de la réponse indicielle ?

BOGp(z)=ZT_1z(GP(S)j

S
21 16z
z s?(s+2) z—e"’
_ ST
Res(0)=— 1622 z__ 162 TzSeTz|
(s+2)° z—-e" (s+2)(z-€)"|,
(z-1)
4z
Res(-2)= =T
:>BOGp(Z)=_4z—(1+2T)+4(z—_;LT)

z-1 Z—€
_4 [e?T—(1-2T)]z+[1-(1+2T)e "]
- (z-1D(z-€"T) '

T=0.05sec
z+0.9672 (1)
(z-1)(z—0.9048)

On peut éviter ce long calcul en écrivant les
instructions suivantes.

= B,G, (z)=0.0193

>>n=[];d=[0-2]; k=16;
>> Gp = zpk(n,d,k);
>>B0Gp = ¢2d(G,0.05)

BOGp
0.01935 (z+0.9672)

(z-1) (z-0.9048)
Sample time: 0.05 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Pole désiré

avec c=&w, =(0.7) OTﬁ et

0, =0, \/1—2_,2 =O'—_?n,jl—(0.7)2 :g(0.714)

— p:pej“’,

p=e"%""" =0.6442 et ¢=0.21(0.714) =0.4486 rad.
p=pcose+ jpsin @=0.5804+ j(0.2794).

peL=arg[G(p)]=n, G(p)=C.(p)B,G,(p)-

=arg[G, (p)]=n—arg[B,G, (p)].
Or
(1):>arg[BOGp(p)]=arg{ p+0.9672 }

(p—1)(p-0.9048

L 02794 L 0.2794
—tg| ———— || n—tg|
0.5804+0.9672 1-0.5804

o[ 0279
{ (0.9048—0.5804)}

— arg[G, (p)]=n—(0.1786+0.5875+0.711) =1.6645 rad.

Plus facilement, ce résultat peut E&tre obtenu en
écrivant

>> p = 0.6442%exp(j*0.4486);
>>7=-0.9672; p2 = 0.9048;

>> aGc = pi-phase((p-z)/((p-1)*(p-p2)))
aGc =1.6644

Akram Ghorayeb
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Calcul de
arg[G, (p)]=arg(p—0.905)—arg(p—p)=1.6645
0.2794
t —B)lz——————
= tolarg(p-Pll=g oo

—tg(~1,6645-0.711)=0.9621
©0.9621(0.5804)—0,2794
0.9621

—B ~0.29.

1 (p-B)(p-1(p—0.9048)
G.B,G,(p)  (p—0.9048)(p+0.9672)
[(0.5804-0.29)+ j(0.2794)][(0.5804 1) + j(0.2794)]
[(0.5804—0.9672)+ j(0.2794)]
=0.1292~0.13

Veérification

Le lieu d’Evans de G¢(z).Z[BoGy(s)] est repésenté sur
la figure suivante ou 1’on voit que p = 0.58 + 0.28; est
effectivement sur ce lieu et qu’il est a ’intersection des

courbes £ = 0.7 et @, = 0.27/T.

Root Locus
' " System: G
1t . Gain: 0.13
whl .
~ 06 Bax N Pole: 0.58 +0.2811
: N

ﬁ" Overshoot (%): 4.7

| PLOLT: B
U5 / . Frequency (rad/s): 12.6

el o b
g O
g I'\,ID,.‘IF-,T:"'[
05f  \oswir

\\\q:? iT

-1
1 0.5 0 05 1 15
Real Axis
Caractéristiques

e Constante de temps
T = 1/&w, = 0.05/[(0.7)(0.21)]= 0.1137 sec.
e Fréquence des oscillations
02 = on(1 — E2)12 = 8.9724 rd/sec.
Période des oscillations Ta = 21/wa = 0.7003 sec.

e Temps de stabilisation
ts=4.61=4.6(0.1137) = 0.523 sec

e Nombre des oscillations
n=t/T,=0.523/0.7003 = 0.747

EXERCICE 5-9
Soit

G, ()= (i +2)

(s=1(s* +0.45+ 2)
la fonction de transfert du systtme commandé.
Choisissons T = (.1sec et une commande PD de
transmittance Ga(z) = k(z — 0.819). A l'aide de Matlab,
a) représenter le lieu d'Evans et déterminer la valeur
de K =0.0054k du point de bifurcation.
b) Tracer pour cette valeur de K la réponse indicielle
de la boucle fermée et lire sur cette courbe ses
caractéristiques.

Transmittance de la chaine directe
>>n=[12];d=[1-0.61.6-2];
>> Gp = tf(n,d);

>> Gpz = ¢2d(Gp,0.1);

>> Gez = zpk(0.819,[],1,0.1);
>> Gz = Gez*Gpz

% K=1.

Gz=
0.005433 (z-0.819) (z-0.8187) (z+1.09)

(z-1.105) (z*2 - 1.941z + 0.9608)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Root Locus

P T LT
OTmT :
08nT

[EE L I R R L AR

Imaginary Axis

T
| System: Gz
'\E"g Gain: 165 5
% Pole: 0.493 - 0.000133i .
* Damping: 1 It
Overshoot (%}): 0 /T,
Frequency (rad/s): 7.08 ’I"

0.5¢

-0.5 0 0.5 1 1.5

Real Axis
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A I’aide de la souris, on lit que le point de bifurcation
0.493 s’obtient pour K = 165.

>>T = feedback(165*Gz,1)

T =
0.4727 (z+1.09) (z-0.819) (z-0.8187)

(z-0.8781) (z*2 - 0.9871z + 0.2441)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Step Response

Armplitude

I
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i

w b

0.5 1 1.5 2 25
Time (seconds)

Temps de montée : tm = 0.07 sec
Dépassement maximum : DM =16.5 %
Temps de stabilisation : t; =2.14 sec
Valeur limite : L =1.03.

Matlab la validité de cette commande pour une période
d’échantillonnage T =1 ms et T = 10 ms.

EXERCICE 5-10
Soit

Gp (S) = L

s(s+1)(s+5)
La fonction de transfert du systéme a commander. On
désire une boucle fermée a bande passante m, > 8 rd/s
et de des marges de stabilité MG > 8 db et MP > 40°.
Discrétiser directement une commande analogique de
Gp(s) pour commander BoGp(z) sans passer par la
transformation homographique. Vérifier a 1’aide de

Pour une commande proportionnelle k, = 1, la courbe
de Bode de la chaine directe kyGp(s) montre que le
systéme sera instable avec MG = —10.5 db a la
fréquence w¢, =2.24 rd/s et MP =-23.7° 4 la fréquence
®cg = 3.91 rd/s. Pour obtenir une bande passante my >
8 rd/s, le diagramme montre qu’il faut hausser la
courbe de gain d’environ 16 db a la fréquence 8 rd/s.

Bode Diagram
System: Gp

) \ Frequency (rad/s): 8.03
ol L | \?\ Magnitude (dB): -15.8

System: Gp
T 7 Frequency (rad/s). 8
Phase (deg): -231

107 10” 10! 10°
Frequency (rad/s)

Magnitude (dB)

/

Phase {deg)

r
]
o

r

=
- o
=]

Nous savons qu’a la fréquence ®n, ou sa phase est
maximum, un compensateur AP,
Gagp(s) = a(st1/t)/(stalt),

augmente le gain de a'”? et la phase de ¢ = arcsin[(a—
1)/(a+1)]. Pour obtenir une nouvelle fréquence de
coupure de gain égale a 8 rd/s et maximiser MP, on
prend ©n = 8 rd/s et on donne au paramétre a une
valeur telle que 20logo(a?) = 16 db. D’ou

a=39.810""° =39.81,

@,, =arcsin a-l, 72°,
a+l

et o, =ya/t=1/1=1.27.
Ainsi,

G, (5)=39.81 s+1.27 1 s+1.27

5+39.81(1.27)  $+50.56

Mais, on lit sur le diagramme précédent que
arg[Gy(j8)] =—-231°, d’ou, avec le compensateur AP, la
marge de phase devient

MP =-231+72+ 180 =21°

Akram Ghorayeb
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ce qui n’est pas suffisant. Il faut encore augmenter la
phase en ajoutant un compensateur PD avec filtre ou

un autre AP, G, (s)=a,(s+1/1,)/(s+a/1,).

Bode Diagram

w
S

o

System: untitied1
Frequency (rad/s): 12
Magnitude (dB): -6.16

Magnitude (dB)

System: untitied1
Frequency (rad/s): 12 |
Phase (deg): -172

Frequency (rad/s)

Sur le nouveau diagramme de Bode de Ga,Gy, on lit,
qu’a la fréquence 12 rd/s, la phase vaut —172° et le gain
vaut —6.16 db. Avec Gpi(s) la nouvelle fréquence de
coupure de phase sera wmi = 12 rd/s si

a,=10°"""°=4.13

= ¢, =arcsin g6

a,+1
et1/r=Cm- 12 _5g
Ja, 413
Donc G, (s)=4.13->7>
p 5+24.37

Avec ce deuxiéme compensateur la marge de phase
devient :
MP=-172 +37.6 + 180 = 45.6°

ce qui est satisfaisant. Il reste a vérifier s’il en est de
méme de la marge de gain MG. Le calcul manuel de
ce gain est assez long. En posant Ge(s) = GapGapi(s) et
G(s) = GpGe(s), la fonction de transfert de la boucle
ouverte, on détermine d’abord la fréquence de coupure
de phase o, qui vérifie Im[G(jwe,)] = O puis on
calcule MG = -20logio |G(joep)|- I est plus simple
d’employer la fonction « margin » ;

>>np = []; dp = [0 -1 -5]; kp = 100;
>> Gp = zpk(np,dp,kp);

>>a=39.81; ito=1.27; al=4.13; ito1=5.9;
>> Gap = zpk(-ito,-a*ito,a);
>> Gapl = zpk(-itol,-al *itol,al);
>> Ge = Gap*Gapl;
>> G = Ge*Gp;
>> [MG,MP]=margin(G)
MG = 5.2015 (absolue) MP = 45.5748°
>> MG = 20*log10(MG)
MG = 14.3225 db

Les exigences sur la bande passante wp > 8 et sur les marges
de stabilité MG > 8 db et MP > 40° sont donc satisfaites.
Voyons maintenant si ces exigences sont aussi satisfaites
quand on commande le systtme BoGp(z) par la
discrétisation de G¢(s) avec une période d’échantillonnage.
T =0.001 sec.

>> Gpz=c2d(Gp,0.001);

>> Gcz=c2d(Gc,0.001, 'tustin’);

>> bode(Gcz*Gpz)

Bode Diagram

- System: untitled1
= Gain Margin (dB): 14
At frequency (rad/s): 33.2

" Closed loop stable? Yes T 17 \ T

Magnitude (dB)

bm
55

§ System: untitied1

= Phase Margin (deg): 45.2

% Delay Margin (samples): 65.7

& Atfrequency (radis): 12
Closed loop stable? Yes

u:c ! 10° 10
Frequency (rad/s)

On voit que les marges de stabilité et la bande passante sont
presque les mémes qu’en analogique. Nous attirons
cependant I’attention que pour une plus grande période
d’échantillonnage (par exemple T = 0.01 sec) les résultats
peuvent étre completement différents et dans ce cas il
devient impératif de concevoir I’organe de commande en se
basant sur la transformation homographique Gp(v) de
BoGp(Z).

EXERCICE 5-11
Pour T =10 ms et

G, ()

_ 20(s+0.5)
~ s(s+1)(s+5)
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

déterminer par pseudo-continuité un organe de
commande discret pour lequel @y > 15 rd/s, MG > 15
db et MP > 60°. Valider le résultat ?

Le fonction de transfert du systéme équivalent est
Geg(s) = H(B)Gy(s), H(s) = (2/T)/(st2/T) =
200/(s+200). Pour k, = 1, le diagramme de Bode de
G.q montre que le systéme est stable mais sa fréquence
de coupure de gain est trés petite, o = 3.24 rd/s, et la
réponse sera donc tres lente. La figure suivante montre
que le gain de Geq a la fréquence 8.02 rd/s est—11.6 db
d’ou, en prenant k, = 1011629 = 3 802, la fréquence de
coupure de gain devient 8.02 rd/s mais les marges de
stabilit¢ diminuent. Pour améliorer la stabilité et
augmenter en méme temps Mcg, Une solution consiste
a introduire en série avec k, un compensateur AP,
Gap(s) =a(st1/t)/(st+a/t). Sur le diagramme de kpGeq On
lit que le gain a 16 rd/s est —10.9 db et la phase est —
165°. Nous savons que ce compensateur augmente le
gain de a'”? et la phase de ¢, = asin[(a—1)/(a+1)] & la
fréquence om = a'’*/t. En prenant o, = 16 rd/s et a'? =
10.9 db, le compensateur AP de paramétres

a =10(10.9/10) =123
1/t=w,/{a=456,

¢élargit wcg @ 16 rd/s et augmente la phase de @m =
arcsin(11.3/13.3) = 58.17°. Comme a 16 rd/s la phase
de k,Geq est —165°, 1a marge de phase de kyGapGeq sera

MP=-165+58+180=73".

Bode Diagram
T System: untitled1

Frequency (radis): 16
Magnitude (dB): -10.9

Tt -
System: Geq

Frequency (rad/s): 8.02
T Magnitude (dB): -11.6

System: untitled1

Frequency (rad/s): 16.1
Phase (deg): -165
L

a0 Il - 4
——Gaq 1 \
L ———untitiean | | L 1l | T
0 C 109 107 10< 1C 104
Frequency (rad/s)

L’organe de commande de Geq qui produit une bande
passante @y, > 15 rd/s et une marge de phase MP > 60°
est donc

. s+4.56
G.(s)=k G, (s)=12.3——.
:()=K;G(6) s+56.12

Le diagramme de Bode de GZGeq montre que la

marge de gain est MG = 23.9 > 15 db. Toutes les
exigences sont ainsi satisfaites.

Bode Diagram

TTTIm TTTTTm System: untitled1

Gain Margin (dB): 23.9
At frequency (rad/s): 107

O—TTTTTTT T TTTI "*'*’*'*""‘-:-;.:_':; Closed loop stable? Yes

Magnitude (dB)

- System: untitled1

Phase Margin (deg): 73
Delay Margin (sec): 0.0804 | S_ |
225 ——— At frequency (rad/s): 15.8
Closed loop stable? Yes

Phase (deg)

10°2 107! 10° 10" 10° 10° 104
Frequency (rad/s)

Enfin, la transmittance de 1’organe de commande
numérique de BoG,, s’obtient en remplagant s par son
approximation de Tustin (2/T)(z — 1)/(z + 1) dans

G.(s)

>> Ge = ¢2d(Gcea,0.01,'tustin')
.Gec=

(Gca=G))

37.358 (2-0.9554)

(2-0.5618)

Les résultats précédents sont valables si les poles dominants
de la boucle fermée T(s) sont a I’intérieur du rectangle [Re
=—1/10T = £10, Im =% 6/10T =+ 60]. Or

>> T = feedback(Gca*Geq,1);
>> pole(T)
ans =

1.0e+02 *

-2.0608 + 0.0000i

-0.2555 + 0.1761i

-0.2555 - 0.1761i

-0.0445 + 0.0000i

-0.0048 + 0.0000i

Comme les pbles dominants —4.45 et —0.45 sont a I’intérieur
du rectangle et les 3 autres pdles sont non dominants étant
éloignés de I’axe des imaginaires de plus de 5 fois des
dominants, les résultats obtenus ci-dessus sont valables.

Akram Ghorayeb




CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

Pour terminer, vérifions que la commande numérique
G(z) satisfait effectivement les exigences imposées.

>> B0Gp = c2d(Gp,0.01);
>> bode(Ge*B0OGp)

Bode Diagram

o
=]
/

.| System: untitled1 L\

Gain Margin (dB): 21.8

Magnitude (dB)

... |Atfrequency (rad/s): 98.8
- Closed loop stable? Yes

~+— System: untitled1
Phase Margin (deg): 72.9 L1

A8 T | Delay Margin (samples): 8 TN I

225 At frequency (rad/s): 15.9 ——— AR
Closed loop stable? Yes

102 10! 10° 10! 102 10°
Frequency (rad/s)

Phase (deg)

EXERCICE 5-12

Pour une période d'échantillonnage T = 0.1 sec,
déterminer par la méthode déductive la transmittance
Ge(z) qui commande G (s) =1/ (s+1)(s+5) de sorte

que le temps de stabilisation et le dépassement
maximum de la réponse indicielle de ce systéme soient
d'environ Ssec et 2%.

La transmittance du systéme commandé précédé d’un
bloqueur est Gp(z) = Z[BoGp(s)].

>>np =[]; dp = [-1-5];
>> Gp = zpk(np,dp,1);
>> Gpz = c2d(Gp,0.1) %(Gpz = Gp(2))
Gpz =

0.0041172 (z+0.8189)

(z-0.9048) (z-0.6065)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

La transmittance Gy(z) ne posséde ni de zéros ni de
poles a I’extérieur du cercle unité¢ d’ou les zéros de la
transmittance T(z) peuvent étre choisis d’une maniére
complétement arbitraire. L’exces des degrés de Gy(z)
étant 2, le plus simple est de choisir T(z) de la forme

T(z)ek—— L+ (1)

(Z_ pl)(z_pz)

L’erreur stationnaire de position s’annule si

lim(1-z*)T(2) Zi_l —1=T()=1.

—k= (1_ pl)(l_ pz)-
D’autre part, la réponse indicielle de T sera oscillatoire
amortie de temps de stabilisation t; = 5 sec et de
dépassement maximum DM de 2 %, si ses poles sont
conjugués de constante de temps T =1/ o = | sec et de
fréquence , telle que exp(—om/ma,) = 0.02. D’ou
— on — S
o, [n(0.02) 0.8rd/s, p,=p,=pe

avec p=e""=0.9048 et ¢=wm,T=0.08rd.
ou
p, =0.9048[cos(0.08) + jsin(0.08)]

=0.9019 + 0.0723,.

Donc, en remplacant pi1, p2 et k par leurs valeurs dans
(1), on obtient :

>>k = (1-pl)*(1-p2)
>>T = zpk([],[p] p2].k,0.1)

T =
0.014851

(z*2 - 1.804z + 0.8187)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

La figure suivante montre que la réponse indicielle de
T est conforme avec les exigences.

System: T

St?p RESPD"" Peak amplitude: 1.02
Overshoot (%): 1.97
Attime (seconds): 4

Amplitude

4] 1 2 3 4 5 6 7
Time (seconds)
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

11 suffit maintenant d’appliquer la formule
G (D)= D
[1-T(2)]G,.(2)

pour obtenir la transmittance de 1’organe de
commande en écrivant :

>> Ge = (T/(1-T))/Gpz

Gec=
3.6071 (z-0.9048) (z-0.6065)

(z-1) (z-0.8038) (z+0.8189)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Remarquer que G. élimine les poles et le zéro de Gy,
et les remplace par un pdle 1 pour annuler ’erreur
stationnaire de position et par d’autres poles et zéros
afin de satisfaire les autres exigences.

EXERCICE 5-13
Le systéme a commander étant

Gy =

S(s+1)(s+2)

déterminer la loi de commande qui annule 1'erreur
stationnaire de position a partir de l'instant 3sec.
sachant que la période d'échantillonnage est T = 1sec.
Déterminer et représenter le signal de commande
bloqué u’(t), la réponse analogique y(t) et son
échantillonnage y'(t).

La transmittance de 1’objet commandé étant

G,,(2)=B,G,(2), on écrit :

>> Gp =tf(1,[1320]);
>> Gpz = ¢2d(Gp,1)

Gpz =
0.08405 z"2 +0.1704 z + 0.01887

z"3 -1.503 "2+ 0.553 z- 0.04979
Sample time: 1 seconds
Discrete-time transfer function

L’équation récurrente entre u*(kT) et y*"(kT) est alors

Yi T3, +a Yo +agYi s =b,U, 5 +bu, , +bou, 4

on a,=-1503, a,=0.553, a,=-0.04979,
b,=0.08405, b,=0.1704, b,=0.01887.

Il s’agit de déterminer I’organe de commande qui
satisfait les exigences : yx = 1 Vk >3 et ux = uL = c*
Vk > 3. Sachant que yk =0 Vk <0 et k=0 Vk <1,
il ne reste que 5 inconnues y1, y2, Uo, U1 €t 2. La forme
matricielle des 5 premiéres équations récurrentes est
Mx =b avec

01,0 0 -b,

1a, 0 —h, —b,
M=|a, a, |-b, —b, —b,

a ao:_b1 _bo

a, 0i-b, 0 0

Ya 0

Yy 0
X={U, |, b= -1

U b,u.—(1+a,)

Uo (b2+b1)uL_(1+az+a1)

Pour k > 6 I’équation récurrente s’écrit :
1+a,+a,+a,=(b,+b,+by)u,
1+a,+a,+a 1
=u, = 2 1 0 ~0
b,+b+b, G, @)

D’ou
>>b=[00 -1 -(1+a2) -(1+a2+al)]'
b=
0
0
-1.0000
0.5032
-0.0498
>>x = inv(M)*b
X =
0.9310=1y»
0.3075 =y,
0.1821 =u
-1.8411 =y,
3.6587 =uo

Sachant que r(z) = Z[1(t)] = z/(z — 1), la transmittance
de la boucle fermée est

Akram Ghorayeb
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices 11

y(@) _yiz +y,z" +z2 (2] (z-1)]

T(2)= =

r(z) z/(z-1)
(@D z+Y) Ly, + (Y, —Y)Z+(A-Y,)
- 23 - 23 '
On écrit :

>>nT = [x(2) (x(1)-x(2)) 1-x(1)];
>>dT=[1000];
>>T = tfi(nT,dT,1)

T=
0.3075 z*2 + 0.6234 z + 0.06904

z"3
Sample time: 1 seconds
Discrete-time transfer function.

La transmittance de 1’organe de commande s’obtient
en appliquant la formule

G, ()= &

[1-T(@)]G,.(2)

>> Gez = (T/(1-T))/Gpz;
>> Gez=zpk(Gcez);

On obtient apres simplification
Gez =
3.6589 (z-0.3679) (z-0.1353)

(z+0.5717) (z+0.1208)
Sample time: 1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

L’entrée du systtme commandé Gy(s) a pour
expression

u(t)=u,[1(t)-1(t-1)]
+U,[1(t-1) -1(t-2)]
+U,[L(t—2) ~1(t-3)] +u, [L(t—3)].

La fonction « Isim » produit la réponse d’un systéme
linéaire a une entrée u. On écrit :

>>u = u(1)*(t<=1)+tu2)*(1<t&t<=2)+u(3)* (2<t&t<=3);
>> plot(t,u, lineWidth’2)

>> hold

Current plot held

>> 1sim(Gp,u,t)

>> yk = step(T);

>> plot(0:10,yk)

Remarque. Comme les calculs numériques précédents
comportent des erreurs par arrondissement aprés le 4me
chiffre, on constate une petite différence entre y(t) et ses
échantillons obtenus a partir de la transmittance numérique
T de la boucle fermée.

Linear Simulation Results

? ¥
2
y(®)
]
=l
2
gw‘ Il Sl S oSS S B ek i
) __/ 1 yk
P

oe

-1

,2 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (seconds)

AUTRES EXERCICES ET COMPLEMENTS

5-14. Le systéme suivant a deux entrées, la référence r
et la perturbation d et deux sorties, la réponse y et la
commande u.

d

e i e O

1) Ecrire les 4 transmittances entre chacune des
entrées et chacune des sorties.

On dit qu'un systéme de commande est intérieurement
stable si tous les signaux qui le traversent restent
bornés quand ses entrées sont bornées.

Soient
>>1=0:0.05:10; _ Z-a _(Z-b)(z~-c)
>>u=[x(5) x(4) x3)]; Enl@)= @-b-0 ° G.()=k z-1(@z-a)’
Akram Ghorayeb 3




CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

2) Si |a] > 1, montrer que, pour 0 < k < 1. THz) =
y(z)/r(z) est stable sans que la boucle fermée soit
intérieurement instable.

3) Si |a] <1, sous quelles conditions la boucle fermée
est intérieurement stable ?

1) Tableau des transmittances entrées/sorties

y u
GCGD GC
"| 146G, | 14G,G,
; G, -GG,
1+G,G, | 14+G,G,
2) Stabilité externe, instabilité interne
k
6,G = T, Yozl K
z-1 roq. K z-(1-k)
z-1

0<k<1=|p[H1-k|<1=T, stable.
Le systéme est extérieurement stable.
(z—b)(z—-c)
7 _U_(@DE-a) _ (z-b)z-0)
T K (z-a)z-(-k)]
z-1
la|>1=T, instable.

Le systéme n’est pas intérieurement stable, u diverge
vers ’infini Vr # 0.

3) Stabilité interne quand |a| < 1.
Nous avons vu que Ty, et Tuq sont stables si 0 <k <2

et Ty est stable quand |a] <1 et|l k| <1<0<k<2.

D’autre part,
Z—a

T _z=be—o)__  (z-a)z-Y)

" 1+k1 (z-b)z—0)z— (LK)
7—

Ainsi la boucle fermée sera intérieurement stable si

-l<a,b,c<let0<k<2.

5-15. Considérons pour le procédé

G,(s)=——
s(s-1)
la commande analogique a avance de phase
G,(s)=k>T2
s+10

1) Construire le lieu d'Evans de G(s) = G¢(s)Gy(s) et
déterminer la valeur k; de k pour laquelle la constante
de temps de la boucle fermée est minimum.

Dans la suite, on prendra k = k;.

2) A l'aide de Matlab, représenter le diagramme de
Bode de G(jw) et lire les valeurs des marges de gain et
de phase et des fréquences correspondantes.

3) Pour commander Gy(s) numériquement, on le
précede par un bloqueur By et on adopte la loi de
commande définie par

Gcl(z) = Gc [MJ
T(z+1)

qui est donc déduite de G¢(s) en remplagant s par son
approximation de Tustin. En posant Gi(z) =
Gei1(z)(BoGp)(z), construire a l'aide de Matlab le
diagramme de Bode de G(¢"T) pour T = 0.1 sec. et
comparer les marges de gain et de phase avec celles de
G(jo). Donner une explication a la distorsion
(warping) de G;(e"°T) par rapport & G(jo).

4) Par la méthode pseudo-continue, déterminer pour le
méme systeme et la méme période d'échantillonnage,
T = 0.1 sec, une commande numérique PD. Examiner
la distorsion fréquentielle entre ce systeme et le
systeme analogique équivalent.

I) Lieu des racines et constante de temps minimum

S+2
. G(S)=GC(S)GP(S)=km'

Lieu des racines

>>n=-2;d=[01-10];k=1.;
>> G = zpk(n,d,k);
>> rlocus(G)

Akram Ghorayeb
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

Root Locus
25 ! ! System: G
20 | Gain: 84
Pole: -3 + 6.85i
— 15} Darmping: 0.401
Tn Owershoot (%): 25.3
g 10 | Frequency (rad/s): 7.48
=] =
@ 5
£
o abo
é ~ System: G
2 5 Gain: 84.3
c -
‘G 10t Pole: .2.99
g Damping: 1
= 5 Owvershoot (%): 0
Frequency (rad/s): 2.99
201
25 : - -
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2

Real Axis (seconds'1]

La constante de temps t est minimum quand les 3
poles sont situés sur la méme verticale Re = —oy, sinon
I’un des poles se rapproche de I’axe des imaginaires et
T augmente. Par conséquent, T est minimum quand la
valeur k; de k est telle que la somme des pdles de la
boucle fermée est égale a —3om et que —G est un pole
de cette boucle dont le polyndme caractéristique est

P(s)=s°+9s° +(k—10)s+2k =0.
D’ou
-36,,=-9=0,=3
_3(~3-1)(-3+10)
—3+2

Le produit des poles étant —2k, en désignant les pdles

=84.

et k=-

complexes conjugués par —G,, £ jo,, ona:

—, (0% +)=—2K, =0, = ’1%8—9:6.85 rd/s.

2) Marges de stabilité de G(s)

>>n=-2;d=[01-10]; k= 84;
>> G = zpk(n,d,k);
>> bode(G)

Bode Diaaram

System: G

Gain Margin (dB): -16.3
At frequency (rad/s): 1.69
Closed loop stable? Yes

Systerm: G
S0 " Phase Margin {deg): 30.9

Delay Margin (sec): 0.0764

100 ... Atfrequency (rad/s): 7.06 .|

-135 [~ Closed loop stable? Yes

Magnitude (dB)

=225

Phase (deg)

-270
102 107! 100 10' 102 10°
Frequency (rad/s)

Cette figure montre que le systéme est stable avec une
marge de phase MP = 30.9° a la fréquence de coupure
de gain wc = 7.06 rd/s et une marge de gain MG = —
16.3 db a la frequence de coupure de phase ey = 1.69

rd/s. A remarquer que la o
Nyquist Diagram

phase étant croissante 2

en ¢ le systéme est )/

stable bien que MG < 0 v 1 J

(gain > 1). Cette g0l

stabilit¢ est mieux § |

. e, E t
justifiée par la courbe i

de Nyquist ci-contre (N ‘\\
:—1,P:1:>Z:0). _2—12 10 5 glt 2 01

3) Marges de stabilité quand G est remplacé par G;.

>> Gpz = c2d(Gp,0.1); %(GpAz) = Z[BoGp(s)].
>> Gel = ¢2d(Gc,0.1,'tustin');

>> G1 = Gel*Gpz;

>> bode(G1)

Bode Diagram

T

System: G1
Gain Margin (dB): 3.74
At frequency (rad/s): 9.49
Closed loop stable? Yes

Magnitude (dB)

System: G1
Phase Margin (deg): 10.1

50 il . Delay Margin (samples): 0.248 |

90 —— 11— At frequency (rad/s): 7.08
Closed loop stable? Yes

180 i

T

Phase (deg)

102 10" 10° 10! 10?
Frequency (rad/s)

Akram Ghorayeb
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

Les marges de stabilité de Gi(z) et leurs fréquences
MG =3,74dba w,,=9.49 rd/s et MP = 10.1° & @, =
7.08 rdd/s) ne sont pas les mémes que celles de G(s)
car I’approximation de Tustin remplace dans G.(jw) la
vraie fréquence ® par une autre fréquence w, telle que
o,T/2 =tg(0wT/2) d’ou

G.(Jo,) =G (jo)

sauf si 0T/2 << /2 & 0 << wy/2.

4) PD par la méthode pseudo-continue
La chaine directe GcBoGp(z) du systéme de commande
discret est approximativement égale a la chaine directe
G'Geq(s) d’un systéme de commande continu dont
’objet commandé est

_2]T G - 20
s+ 2/T " s(s=1)(s+20)
Pour une commande proportionnelle G*(s) =k, =1, le
diagramme de Bode de G, montre que le systéme sera
instable dont le maximum de phase est ¢gal a —205° a
la fréquence 4.4° ou le gain est environ —25 db. En
donnant a k, la valeur 10?° = 17.78, la fréquence de
coupure de gain devient o, = 4.4 rd/s et, la phase ne
se modifiant pas, la marge de phase sera MP = -205 +
180 = —25°. Pour augmenter MP a plus que 40°, on
introduit un compensateur PD, 145 + 1, dont la phase
en ¢ = 4.4rd/s est 25 + 40 +5 = 70° (les 5° ajoutés
compensent la diminution de la phase puisque le PD
déplace wg vers la droite). D’ou

T4, =1g70= 1, =%=0.62 sec

et G'(s)=k,t4(s+1/14) ~11(s+1.6).

La transmittance de I’organe de commande numérique
est donc

>> Ge = zpk(-16,[],11); % Ge =G"
>> Ge = ¢2d(Ge,0.1,'tustin")

Ge=
238.3z-202.7
z+1
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time transfer function.

Les diagrammes de Bode de la chaine directe
analogique équivalente, G, = G"Geq(s), et de la chaine
directe numérique Gq = G:Gp(z) sont représentés sur
le méme plan. Bien que les marges de phase soient
presque égales, les marges de gains sont complétement
différentes. La méthode pseudo-continue n’est donc
pas valable car la période d’échantillonnage T = 0.1 s
n’est pas suffisamment petite.

Bode Diagram
S

Ga | ||| T |
— Gd
g System: Gd
8 Gain Margin (dB): 5.04
2 100 At frequency (rad/s): 28.
=y
5 -—-—___\MJ Closed loop stable? Yes
g ; — | - -
System: Ga [ —
" Gain Margin (dB): -20.1 --‘-‘-""
- At frequency (rad/s): 1.36
_I‘Closed loop stable? Yes -~ B
=t
@
@ -380
£~
o
450
-540

102 10" 10° 10’ 102 10°
Frequency (rad/s)

En effet, la fonction de transfert de la boucle fermée
équivalente est

>> Ta = feedback(Ga,1)
Ta =
220.47 (s+1.613)

(s+2.169) (s"2 + 16.83s + 164)
Continuous-time zero/pole/gain model.
dont les pdles sont

>> pole(Ta)
ans =

-8.4157 + 9.6513i

-8.4157 - 9.6513i1

-2.1687 + 0.0000i
On voit que tous ces poles sont a I’extérieur du
rectangle de validité

[Re =—1/10T = -1, Im =+ 6/10T =+ 6].

4-16. Le systeme de commande suivant est a deux
paramétres comportant un régulateur G¢(z) et un

Akram Ghorayeb
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

préfiltre F(z). Le premier servira a placer les poles en
des positions convenables et le second a simplifier les
zéros indésirables et a annuler 1'erreur stationnaire.

50 |1+

Pour la période d'échantillonnage T = 0.02 sec, la
transmittance du systéme commandé précédé par le
bloqueur est

G,(2)=

r ® u
——{F@) |=o——~{ca|—

z-0.96

7 -0.6z+0.36

1) En choisissant G¢(z) de la forme k(z — o)/(z — ), k
>0, déterminer k, o et  pour que les poles de la boucle
fermée soient de méme constante de temps t= 0.2 sec,
le facteur d’amortissement des poles complexes soit &
= 0.5 et le pdle réel soit négatif.

2) Représenter la réponse indicielle du systeme dans
le cas ou F(z) = 1.

3) Que devient cette réponse si F(z) = ¢/(z — 0.96) ou
la valeur de c sera choisie de sorte a annuler 1'erreur
stationnaire de position.

1) Calculde k, aet

1+GC(Z)Gp(Z) =1+k (Z—OZC)(Z—O.QG)
(z—B)(z°-0.62+0.36)

= P(z2)=(z—B)(z*-0.62+0.36) +k(z—a)(z—0.96)

=7°+a,z’ +a,z+a,,
a, =k—(0.6+p), @)
a,=0.36+0.6B—K(0.96+01), )
a, =0.96ka.—0.36p. 3)

P(z) a trois racines dont I’une est nécessairement
réelle.

Les 3 poles ont le méme module :
p=e"" =1 =0.905.
Le pdle réel est donc p; =—0.905.
La fréquence naturelle des pdles complexes est

o, =1/1£=1/0.2(0.5)=10 rd/s

d’ou la fréquence des oscillations est

o, =0, {1-&° =8.66 rdls.
L’argument des pdles complexes est
¢=m,T=0.173rd, soit 9.92°.

Les poles complexes désirés de la boucle fermée sont
donc

p,; =pe*’ =0.905(c0s9.92+ jsin 9.92)
= 0.8915 =+ 0.156;.

Les coefficients de P(z) sont alors

>> a2=-(pl+p2+p3) =-0.8779,
>>al = pl*p2+pl*p3+p2*p3 = —0.7945,
>> a0 = —pl*p2*p3 =0.7412.

Au lieu de résoudre manuellement le systéme
d’équations (1), (2), (3), on peut D’obtenir par
I’instruction symbolique « solve ».

>>syms ab k
>> [alpha,betta, k]| =solve([k-(0.6+b) == -0.8779,
0.36+0.6*b-k*(0.96+a)==-0.7945,
0.96*k*a-0.36*b==-0.7412], [a,b.,k])
On obtient :
o =1.8225, = 0.8833, k= 0.6054.

Transmittance G = G.G, de la boucle ouverte :
>>r =roots([1 -0.6 0.36]);

>> n=[alphe 0.96]; d=[betta r(1) r(2)];

>> G=zpk(n,d.k,0.02)

G =
0.6054(z-1.823) (z-0.96)

(z-0.8833) (z"2 - 0.6z + 0.36)
Sample time: 0.02 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Pour vérifier les résultats précédent, on lit sur le lieu
des racines la position des poles de la boucle fermée
pour un gain d’environ 0.6.

Akram Ghorayeb

3

15
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Solutions des exercices

>> rlocus(G/k)
Root Locus
1 P
-7 R System: G
08 N :
P «  Gain: 0601
06 s N\ Pole: 0.89 +0.155i
/.  Damping: 0.505
047 /' Overshoot (%): 15.9
w | i Frequency (rad/s): 10 |
2% ! /I~\
| )
§ o .
System: G u
Gain: 0.605 /i
Pole: -0.905 A /
Damping: 0.0318 A //
Overshoot (%): 80.5 AN e
Frequency (rad/s). 157 TN N P Ve

08 -~ _ -

4 B
-15 -1 0.5 0 05 1 15 2
Real Axis

On voit que pour I’organe de commande obtenu,
z-1.82
G.(z2)=0.6 ,
z-0.88
les poles de la boucle fermée sont situés a la position
désirée.

>> T = feedback(G,1)
T =
0.60537 (z-1.823) (z-0.96)

(z+0.905) (z*2 - 1.783z + 0.819)
Sample time: 0.02 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.
>> step(T)

Step Response

Amplitude

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Tima fearnnre)

La figure montre que le temps de stabilisation est
voisin de t; = 4.61 = 4.6(0.2) = 0.92 sec et que I’erreur
stationnaire de position est

& = ! =1.29=1-(-0.29).

1+G()

D’autre part, le pdle réel négatif de T(s), —0.905, a

introduit des oscillations de fréquence n/T rd/s, soit
1/2(0.02) = 25 Hz.

3) Effet du préfiltre F(z) = ¢/(s — 0.96)
Avec ce préfiltre, la transmittance y(z)/r(z) du systéme
devient :

TFT 0.60537(z—1.823)

=C
(z+0.905)(z° —1.783z+0.819)

et pour obtenir une erreur stationnaire es, = 0, on
choisit ¢ de sorte que

Iimzel (1_Zil)y(z) = Iimzal (1_271)Tf (Z).r(Z)

1
=T.(D=1. r(z2)= ,
f( ) ( ) 1_2_1
e (1+0.905)(1-1.783+0.819) 04377,

0.60537(1—1.823)

On représente la réponse de Tr a I’échelon unité en
écrivant

>>r=roots([1-1.783 0.819]);

>>nf=1.823; df = [-0.905 r(1) r(2)]; kf = 0.6053*c;
>> Tf = zpk(nf, df, kf,0.02);

>> step(Tf)

Step Response

Amplitude

] 0.2 0:4 0.6 0:8 1 1.2
Tima fearnnde)
On voit que le bon choix de ¢ a annulé I’erreur
stationnaire de position et I’élimination du zéro 0.96 a
diminué¢ la valeur absolue du dépassement maximum.

Akram Ghorayeb
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Solutions des exercices

Les alternances positives et négatives des oscillations
dues au pdle négatif —0.905 se sont traduites aux
instants d’échantillonnage en une succession de sauts,
grand quand ’alternance est positive suivi d’un plus
petit quand I’alternance est négative.

5-17. La fonction de transfert du systéme commandé

e—s
est G.(s)=
) S+2

et l'organe de commande est de type PI de la forme
G(z) = k(z — a)(z — 1). Pour une période
d'échantillonnage T = 0.5 sec,

1) déterminer les valeurs de a et k pour que le facteur
d'amortissement et la période des oscillations de 2
poles de la boucle fermée soient & = 0.5 et T, = 5 sec.
Déterminer les positions de tous les poles.

2) Représenter a l'aide de Matlab la réponse indicielle
de ce systéme et commenter I’allure de cette réponse.

I) Valeurs des paramétres k et a de G
Sachant que z = eT, ona: e*=z"T =z2 D’ou la
transmittance de G, précédé d’un bloqueur est

sz(z)zz—‘lzr"(s)}

z S

_ -2
2lypeg| 20 2 |

z s(s+2) z—¢°

_Z,zz—l z Z
Tz | 2(z-)) 2z-e) )
_i L 2(z-1) _i(l—e‘l)
2

2(z—e) | 2 z-e
, 0.3161
z-0.3679

Plus simplement, on écrit :

>> s = tf('s");
>> Gp = exp(-s)/(s1+2);
>> Gpz = c2d(Gp,0.5)

Gpz =

Akram Ghorayeb

z-0.3679
Sample time: 0.5 seconds
Discrete-time transfer function

La transmittance de la boucle ouverte est alors
G(2)=G,(2)G,(2)
Z—a
=K > , K=0.3161k
z°(z-1)(z-0.3679)
et le polyndme caractéristique est :

P(z)=2%(z-1)(z-0.3679)+K(z—a)
=7"-1.3679z° +0.3679z° +Kz—Ka.

(1

pl,zzpeij"’, p=e"", o¢o=0,T, T=0.5sec.

o :E:Z—nrd/s:xp:Zn%:O.Zn rd.
T 5 5

a
a

2 2
p:e70T1 G:go‘)n’ ('Oi: ma2:4n /25
1-82 3/4

o L4 04
105 B

Donc p,,=0.4841e"1°%".

n=>p=e%"*=-0.4841

Soient p3 et ps les 2 autres racines de P(z). Tenant
compte de (1), ona:

Py +P,=1.3679—(p, +p,)
=1.3679-2(0.4841) cos(0.21) =0.5847.
P3Py 20.3679—([33 + p4)(p1 + pz) —P1P,
~0.3679—0.5847(0.7832) — (0.4841)
= —0.3244.

D’ou ps et ps sont les racines de
p>—0.5847p—0.3244=0
= p,=0.9326 p,=-0.3479.
D’autre part, sachant que K = Zpipjpx
-K= plpz(ps +p4)+(p1 +p2)p3p4
=0.2343(0.5847)— 0.7832(0.3244)
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CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices

= K=0.117=k=K/0.3161=0.3703.
—Ka=p,p,p,p, =0.2343(0.3244) =-0.0760
~0.0760

a= =0.6493.
0.3703

Donc la transmittance de 1’organe de commande est
>> Gc = zpk(a, 1,k,0.5)

Gec=
0.37029 (z-0.6493)

(z-1)
Sample time: 0.5 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model
et la transmittance de la boucle ouverte est

>> G = Ge*Gpz

G =
0.11703 (2-0.6493)

Z/\(_2) *
(z-1) (z-0.3679)
Sample time: 0.5 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Vérifions si les poles désirés pi, p2, p3, p4 sont sur le
lieu de G pour la valeur de k obtenue.

>> rlocus(G)

Matlab nous montre sur le graphique suivant qu’en
multipliant G par 1, les pdles réels p; et ps sont a la
position obtenue ci-dessus et les poles complexes p; et
p2 ont pour module

>>ro = sqrt(0.394"2 + 0.286"2) = 0.4869

et pour argument

>> i = atan(0.286/0.394) = 0.6279 = 0.2m.

Les arrondis et le positionnement du curseur sont les
causes des petites erreurs.

Root Locus

System: G
Gain: 1.02
d Pole: 0.394 +0.286i— _
Damping0.753 N
Overghoot (%): 2.75
Fr?duancy (rad/s): 1.91

i / \

o

1 System: G

Imaginary Axis
& o

System: G\ !
Gain: 1.01 \ / Gain: 1.01

- Pole:-0.349 ,/ Pole: 0932
Damping: 0.318 ~ : Damping: 1
Overshoot (%): 34.9 ™~ - e Overshoot (%):

Frequency (rad/s): 6.63 Frequency (rad

2) Réponse indicielle
>> T = feedback(G,1);

>> step(T)

Step Response

Amplitude
> o o

20 30
Time (seconds)

L’erreur stationnaire de position est nulle grace au pole
1 de G. D’autre part, la réponse montre que le systéme
est approximativement équivalent a un systéme de
premier ordre car le pole 0.9326 est dominant étant le
plus voisin du cercle unité et assez €loigné des trois
autres poles.

5-18. Déterminer une commande numérique pour le
systéme

Gp (S) = L
s(s+1)(s+4)
de sorte que la fréquence de coupure de gain soit
autour de w,; = 10 rad/sec, la période

d'échantillonnage étant T = 0.1 sec. Que sera la marge
de phase MP ? Estimer la marge de gain MG et I’erreur
stationnaire de vitesse.

Akram Ghorayeb

18



CMo-5 Analyse et commande des systémes linéaires

Solutions des exercices 19

>>np =-2;dp=[0-1-4];
>> Gp = zpk(np,dp,1);
>> Gpz = c2d(Gp,0.1)

Gpz =
0.0045425 (z-0.8187) (z+0.9051)

(z-1) (z-0.9048) (z-0.6703)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Remplacement de z par son approximation de Tustin
2/T+8)(2/T=8)s=v.

>> Gpv = d2¢(Gpz,'tustin')

Gpv =
-0.00012324 (s+1.993) (s-20) (s+401.4)

s (510.9992) (s+3.948)
Continuous-time zero/pole/gain model

ou la lettre « s » sera remplacé par « v ». La fréquence
de coupure de gain désirée du systéme numérique
devant étre voisine de 10 rd/s, on détermine d’abord la
valeur d’une constante k qui hausse la courbe de gain
de kGyv pour rapprocher sa fréquence de coupure de
gain de

2 ¢ O, T
T J 2
Ensuite, pour satisfaire 1’exigence concernant la
robustesse, on ajoute en série avec le gain k un
compensateur dont le gain a faible fréquence est égal
a 1 et qui ramene mcgy autour de 10.93 rd/s.

=20tg%z10.93 rd/s.

wcgv =

Calculons k a partir du diagramme de Bode de Gyyv. On
lit sur ce diagramme que e sera légérement plus
petite que 10.93 rd/s, disons 8 rd/s, si I’on hausse la
courbe de gain de 36.4 db c.a.d. si I’on multiplie G,
par
k :1036.4/20 ~ 66

Le diagramme de kG,, montre que le systeme sera
instable avec une marge de phase MP =~ —1.45°.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

System: untitled1
135~ Phase Margin (deg): -1.45 = "~
Delay Margin (sec): 0.778

““I ) At frequency (rad/s): 8.04

Closed loop stable? No e

10’ 10? 10° 10%

(rad/s)
Or, un compensateur AP, G,p(v) = a(v + 1/1)/(v + a/ 1)
(qui tend vers 1 quand v — 0) augmente la phase de
¢m = arcsin(a—1)/(a+1) et le gain de a'”? & la fréquence
Om = a*/ 1. En prenant om = 11 rd/s ou le gain de
kGpv est —4.72 db et sa phase est 167°, la fréquence de
coupure de gain devient Mgy = Om = 11 1d/s si

a=10“"#9 -2 96
=@, =arcsin[(a-1)/(a+1)]=29.7°
et MP=167+29.7-180=16.7°.
1/t=0, /[{a=11/2.96=6.39s.

Cette marge de phase est faible mais en 1’acceptant,
I’organe de commande du systéme continu Gy, est

G, (v) =kG,, (V) ~66(2.96) L T039__
v+6.39(2.96)

v+6.39

v+18.9°

L’organe de commande discret s’ obtient en remplacant
v par sa transformation homographique de Tustin v =
(2/T)(z—-1)/(z + 1) ou par I’instruction

—G,,(v)=155.36

>> Ge = ¢2d(Gev,0.1,'tustin")

Gec=
132.74 (z-0.5158)

(z-0.02721)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.
Sample time: 0.1 seconds
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Solutions des exercices 20

Le diagramme de Bode de la boucle ouverte du
systéme discret montre que la fréquence de coupure de
gain est égale a la valeur demandée 10 rd/s et que les
marges de stabilité sont égales aux valeurs prévues.

>> bode(Gc*Gpz)

Bode Diagram

System: untitied1

Gain Margin (dB): 4.07
At frequency (radfs): 13
Closed loop stable? Ye:

50

Magnitude {dB)

System: untitied1
Phase Margin (deg): 16.8
Delay Margin (samples): 0.289 |
At frequency (rad/s): 10.1
Closed loop stable? Yes

0’ 10°
Frequency (rad/s)

5-19. En choisissant une période d'échantillonnage T
= 0.1 sec, déterminer une commande numérique du
systeme

s—-1

s’ -4

1) par la méthode déductive,

2) par l'algorithme de Kalman.

Représenter dans chaque cas le signal de commande

G,()=

1) Méthode déductive

Commengcons par obtenir Gp,(z) = Z[BoGy(s)].
>>np=1;dp=[2-2];kp=1;

>> Gp = zpk(np,dp,kp);

>> Gpz = ¢2d(Gp,0.1)

Gpz =
0.095651 (z-1.105)

(z-1.221) (z-0.8187)
Sample time: 0.1 seconds
Discrete-time zero/pole/gain model.

Le zéro instable 1.105 de Gy, devant étre un zéro de
la boucle fermée, la transmittance de cette boucle est
de la forme :

T (2-1.105)Q(2)
C P@E)

ou les racines du polynéme P(z) sont toutes a
I’intérieur du cercle unité.
Le pdle instable 1.221 de Gy, devant étre un zéro de la
fonction (1 — T), il est une racine du polyndme

P(z) — (z—1.105)Q(z).
L’exces des poles de Gy étant 1, le plus simple est de
prendre Q(z) = ¢ = ¢ et P(z) un polynéme de second
degré, d’ou

T(2)= c.(z-1.105) .
(z=P)(z-p.)
Choisissons p; et p2 conjugués a I’intérieur du cercle
unité de constante de temps T = 0.25 sec et de
fréquence d’oscillation m, =27 rad/sec. Ces podles sont
donc pi1» = pe*’® avec
p=e""=e""=0.67 et o=, T=02n

=p,, =p(cos = jsin@)=0.5423 + 0.3940j
= P(z)=2"-2(0.5423)z+(0.67)
=2°-1.0846z+0.44809.

Le pdle instable 1.221de Gy, devant étre racine de
P(z)—(z-1.105)c, on tire

oo (1.221)* —-1.0846(1.221) +0.4489
- 1.221-1.105

=5.3077.

Ainsi
_ 5.3077(z—1.105)
7> —1.0846z+0.4489

La transmittance de 1’organe de commande est
>> Ge =T/((1-T)*Gpz);
G, (2)= 55.506 (z—0.8187)
(z-5.173)
et la transmittance u(z)/r(z) entre la référence et le
signal de commande est
>> H=Gc/(1+Gc*Gpz);
H@2)= 55.506(z—0.8187)(z—-1.221)
(z*-1.085z+0.4523)
Enfin pour annuler ’erreur stationnaire, on introduit
un préamplificateur k telle que kT(1) =1, d’ou
K ~1-1.0846+0.4489 06533,

~ 5.3077(1-1.105)
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Solutions des exercices

L’instruction suivante représente la réponse indicielle
y(k) et le signal de commande u(k) dans le méme plan
>> step(k*T,k*H)

Les exigences ¢ = t/4.6 = 0.25 sec et wa = 2nf = 21
sont satisfaites mais la commande par cette politique
est trés forte pouvant saturer les actionneurs. D’autre
part, comme le type du systeme commandé Gy, est ng
=0, il est nécessaire de lui appliquer une action u non
nulle pour maintenir I’erreur stationnaire e, nulle.

Step Response

&b o

, Amp}ilude
G
o

RO
o o
o

&
=}

I — (]|
— ——u(k)

o
@

IS
o

1.5
Time (seconds)

2) Algorithme de Kalman.
L’équation récurrente correspondante a

0.095651(z—1.105)
sz (Z) =
(z-1.221)(z-0.8187)

est
Yirz =Yk T80k =DyU,, —bou,
avec
a,=1.221+0.8187=2.0397
a, =(1.221)(0.8187)=0.9996 ~1
b, =0.095651,
b, =(0.095651)(1.105) =0.1057

et les contraintes

CRCEL I
Tlavkzz T u =
b, b,

Il reste 3 inconnues, yi, ug et u; qui doivent vérifier
les 3 équations relativesak=-1,0et 1 :

0Vvk<0

=3.9894V>2.

yl_a1(0)+a0(0)=blu0_b0(0)1
1-a,y, +a,(0)=b,u, —byu,,
1-a,(1)+a,y, =b,u, —byu,.
1 0 -b\(y, 0
<l -a, -b b, ||y |= -1
a, b, 0 Jlu,
ou Mx=b=x=M"h.

Donc

>>x = inv(M)*b

X =
-9.5238 =y
103.5212 =u;
-99.5683 =y

Pour la clarté et a cause des grandes valeurs du signal
de commande, nous représentons dans un plan la
réponse analogique y(t) et son échantillonnage y(k) et
dans un autre plan le signal de commande u(t).

>>t=0:0.001:1;

>>u = u0*(t<=0.1)+ul *(t>0.1&t<=0.2)+ulL*(t>0.2);
>> Gp = zpk(1,[2 -2],1);

>> [y,t,x]|=lsim(Gp,u,t);

>> plot(t,y)

>> hold

Current plot held

>>k=0:0.1:1;

>>yk =y1*(k==0.1) + 1*(k>0.1);

>> plot(k,yk,'0")

2
1 o L Fad 0
: 7
A y(k)
-2
-3
4
® y(t)
-6
-7
-8
-9
-10 : L . L :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
>> hold off
>> plot(t,u)
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—
100

-100

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Le grand dépassement de y et les grandes valeurs de u
sont causés par le zéro et le pole instables de G,. Pour
la méthode déductive ou I’algorithme de Kalman il est
important d’examiner si le signal de commande ne
sature pas les actionneurs surtout lorsque le systéme
commandé comporte un zéro et/ou un pdle instable.
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